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PRÉFACE. 


Je me suis proposé, dans cet Ouvrage, de dévelop- 
per le Programme des connaissances exigées pour 
l'entrée aux Écoles du Gouvernement. Toutefois je 
ne me suis point astreint à suivre ce Programme à la 
lettre, et j'ai donné un peu d’extension aux théories 
les plus intéressantes. 

Je me suis attaché dès le début à montrer le ròle 
et l'importance du signe qui précède un nombre; la 
quantité négative et la quantité positive ne sont 
d’abord pour moi que les termes d’un polynôme, et 
en les présentant ainsi je crois être arrivé à donner 
une théorie entièrement rigoureuse du calcul algé- 
brique. L'interprétation des signes ne vient que 
beaucoup plus loin. La méthode que j'ai employée 
dans l’exposition de ces principes fondamentaux 
n'est pas adoptée par tous les Professeurs; quoi 
qu’il en soit, je la soumets à leur approbation, et 
j'espère qu'ils ne trouveront rien à objecter du côté 
de la rigueur. 

J'ai cru qu'il était utile, sinon indispensable, de 
développer les propriétés élémentaires des poly- 
nômes entiers. L'identification des polynômes joue 
en effet un rôle si important dans l’Analyse, que 
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c’est vraiment attendre trop longtemps que de re- 
mettre cette théorie à la fin de l'Algèbre, dans la 
partie consacrée aux équations de degré supérieur. 

En adoptant cette marche nouvelle, il m'a été pos- 
sible de définir d'une manière précise ce que l'on 
entendait par le reste d’une division; j'ai pu don- 
ner immédiatement une démonstration élémentaire 
de la formule du binôme, et enfin terminer ce qui 
avait rapport aux six opérations fondamentales avant 
d'aborder un sujet nouveau. 

Lorsque j'ai eu à traiter des équations du premier 
degré, j'ai cru répondre au désir d’un bon nombre 
de Professeurs et d'Élèves, en entrant dans quelques 
détails au sujet des déterminants, dont l'usage tend 
à s'introduire systématiquement dans l'enseigne- 
ment supérieur de nos Lycées. 

J'ai cru faire une chose utile en donnant un peu 
d'extension au Chapitre relatif à l'analyse combina- 
toire, et en sortant un peu des limites imposées par 
le Programme. J'ai été ainsi conduit à parler des 
factorielles, des nombres figurés et de leurs appli- 
cations à l'analyse numérique. 

La théorie des imaginaires a été exposée d'une 
manière qui paraitra peut-être singulière, en ce sens 
qu’elle surprend pour ainsi dire l'Élève qui ne voit 
pas très-bien où l’on veut d'abord le conduire; mais 
ce sentiment de surprise, auquel on doit chercher à 
soustraire généralement les Élèves, jai fait tous mes 
efforts pour le produire. Les préjugés que l'on a 
contre le symbole ÿ—1 disparaissent, comme j'en 
ai fait l'expérience, en employant la méthode que je 
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viens d'indiquer. Du reste, on remarquera que j'ai 
évité avec le plus grand soin de parler des racines 
carrées des quantités négatives dans le Chapitre re- 
latif aux équations du second degré. 

Dans le Chapitre consacré aux séries, je n’ai pas 
cru devoir donner ce que l’on appelle la condition 
de convergence nécessaire et suffisante. Vai hésité 
bien longtemps à ce sujet, mais il m’a toujours sem- 
blé que l'on ne s’entendait pas parfaitement sur le 
sens de l'énoncé de cette règle. Cet énoncé, entendu 
convenablement, est juste, mais sa démonstration 
est extrêmement délicate; je n'ai pas encore rencon- 
tré un seul Élève capable de la reproduire d'une 
façon convenable, et il est très-aisé de se passer de 
la règle en question. 

Il ya plus : les démonstrations directes des règles 
de convergence sont plus nettes, éclairent mieux 
l'esprit, et ont le grand avantage de fournir une li- 
mite de l'erreur commise en bornant les séries à 
leurs premiers termes. 

J'ai signalé sur la théorie délicate des séries quel- 
ques fautes dans lesquelles tombent encore aujour- 
d'hui d'excellents esprits; j'ai fait connaître le dé- 
veloppement de (1 + x)”, de sin æ, de cos x, de e*, 
de /(1+ x) et de arc tangx; enfin, j'ai cru faire 
une chose utile en généralisant la notion de l'expo- 
sant et en présentant la théorie des fractions conti- 
nues considérées au point de vue algébrique. 

La théorie des séries, celle des fractions conti- 
nues, celle des produits infinis donnent de la rec- 
titude à l'esprit et préparent admirablement les 
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Élèves à suivre avec fruit les cours d'analyse infini- 
tésimale. 

Je wai rien de particulier à dire sur la théorie des 
équations, sinon que j'ai cru devoir y introduire une 
démonstration simple et très-ingénieuse du théo- 
rème de Bezout sur l'élimination, démonstration 
extraite d’un beau Mémoire de M. Liouville. Pai 
rejeté à la fin la théorie des dérivées comme ne fai- 
sant pas partie de l’Algèbre proprement dite; j'ai 
même hésité longtemps avant de savoir si je consa- 
crerais un Chapitre à cette théorie; mais réfléchissant 
qu’elle faisait partie du Programme officiel, je me 
suis cru obligé de la dérober au Cours de calcul dif- 
férentiel. 

En terminant, j'adresse mes remerciments à 
M. Suchet, mon ancien Professeur, qui a bien voulu 
m'éclairer de ses lumières et m'indiquer d’utiles cor- 
rections. 
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TRAITÉ “ét 


D'ALGÈBRE. 


PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE PREMIER. 
NOTIONS FONDAMENTALES. 


I. — Dérinrrions. 


« .… L’AÆlgèbre plane pour ainsi dire également sur 
l’Arithmétique et sur la Géométrie; son objet n’est pas 
de trouver les valeurs mêmes des quantités cherchées, 
mais le système d'opérations à faire sur des quantités 
données pour en déduire les valeurs des quantités que 
l’on cherche, d’après les conditions du problème. Le ta- 
bleau de ces opérations, représentées par les caractères 
algébriques, est ce que l’on nomme en Algèbre une for- 
mule. » (Lacrancr, Résolution des équations numé- 
riques, Introduction.) 

En Algèbre, « les grandeurs, considérées en général, 
s'expriment communément par les lettres de l'alphabet, 
et c’est à Viète qu'est due la notation commode qui trans- 
porte à la langue analytique les alphabets des langues 
connues. L'application que Viète fit de cette notation à 
la Géométrie, à la théorie des équations et aux sections 

E I 
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angulaires forme une des époques remarquables de lhis- 
toire des Mathématiques. » (Larrace, Théorie analytique 
des probabilités, liv. I, 1"° partie.) 


IT, — Des QUANTITÉS NÉGATIVES. 


En Algèbre comme en Arithmétique, nous ferons usage 
des signes + et — pour exprimer que les quantités sé- 
parées par ces signes doivent être ajoutées ou retranchées 
l’une de l’autre. Les quantités qui dans une formule ne 
sont précédées d'aucun signe, ou qui sont précédées du 
signe +, sont appelées quantités positives ; celles qui sont 
précédées du signe — sont appelées négatives. 

On considère souvent les quantités négatives indépen- 
damment des formules dans lesquelles elles doivent en- 
trer; mais quand nous parlerons dorénavant d’une quan- 
tité négative, il faudra toujours sous-entendre qu’elle fait 
partie d’une formule sans laquelle cette quantité noffri- 
rait aucun sens net à l'esprit. Ainsi, par exemple, quand 
nous parlerons de la quantité — 4, nous devrons toujours 
supposer une formule, par exemple 


5—4=1, 2+7—4—=5,..., 


dont — 4 fasse partie, sans qu’il soit cependant nécessaire 
de préciser la formule en question. On conçoit, en effet, 
que le signe — placé devant le chiffre 4 donne à ce chiffre 
certaines propriétés dont il jouira, quelle que soit la for- 
mule dans laquelle il se trouve écrit. Ce que nous venons 
de dire du symbole — 4 pourrait se répéter de cet autre 
+ 4, que l'on ne saurait concevoir que comme faisant 
partie d’une formule existante. 

On appelle valeur absolue et quelquefois aussi module 
d’une quantité positive ou négative le nombre précédé du 
signe + ou — qui entre dans cette quantité. 
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On dit que deux quantités sont égales, lorsque leurs 
valeurs absolues sont égales et que leurs signes sont les 
mêmes; celte égalité algébrique s'exprime à l’aide du 
signe =, qui n’amène aucune confusion si nous conve- 
nons de regarder comme précédées du signe +- les quan- 
tités arithmétiques qui n’ont pas de signe. 

On convient de regarder les quantités négatives comme 
plus petites que zéro, et d'autant plus petites que leur va- 
leur absolue est plus grande, et on conserve les signes <, 
> de l'Arithmétique pour exprimer qu’une quantité po- 
sitive ou négative est plus petite ou plus grande qu’une 
autre. 

Ces conventions n’ont d'autre but que de simplifier le 
langage et d'éviter de longues périphrases; on finit par 
s'y accoutumer, et l’on y trouve souvent le grand avan- 
tage de comprendre dans un seul énoncé plusieurs pro- 
positions qui sans cela nécessiteraient autant d'énoncés 
distincts. 


I. — Des QUATRE OPÉRATIONS FONDAMENTALES. 


Aoprriox. — L'addition algébrique est une opération 
qui a pour but de faire la somme algébrique de deux ou 
plusieurs quantités. 

On appelle somme algébrique de deux quantités de 
mème signe la somme de leurs valeurs absolues précédée 
du signe commun; la somme algébrique de deux quan- 
tités de signe contraire est la différence de leurs valeurs 
absolues précédée du signe de la plus grande. 

Ainsi la somme de — 4 et — 5 est — 9, la somme de 
— 4 et + 5 est + 1, celle de + 4 et — 6 est — 2. 

La somme de plusieurs quantités telles que — 1, + 2, 
— 4, + 7 est le résultat obtenu en ajoutant la première 


et la seconde, puis la troisième à la somme des deux pre- 
I . 
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mières, puis la quatrième à la somme des trois pre- 
mières, etc. 

Pour indiquer que plusieurs quantités doivent être 
ajoutées, on fait usage du signe +; ainsi 


(—2)+(—4)+(+5) 


représente le résultat obtenu en ajoutant — > à — 4 et 
+5 à la somme ainsi obtenue. Le plus souvent, on se 
contente d'écrire les quantités les unes à la suite des 
autres sans changer les signes; ainsi 


—2+4—5 
est équivalent à 
(—2)+(+ 4)+(— 5). 


Le symbole 3 + 6— 4+ 1—2, qui en Arithmétique 
représente une suite de sommes et de différences, et en 
Algèbre une somme, conduit dans les deux sciences au 
même résultat lorsqu'il est arithmétiquement possible, 
ce qui est très-avantageux au point de yue des applica- 
tions. 

Quelquefois on désigne une quantité positive ou néga- 
tive telle que — 4 par une seule lettre a. Pour exprimer 
que plusieurs quantités a, b, c,..., doivent être ajoutées, 
on les sépare les unes des autres par le signe +, ainsi : 
a+ b+c+.……. 


Lemme. — On a pour toutes les valeurs de a et de b 
a + b— b=. 


En effet, désignons par # et 6 les valeurs absolues de a 
et de b; le premier membre de la formule précédente peut 
prendre six formes différentes comprises dans le tableau 
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suivant : 

1s a+ 8 — 8, 

2% a—8+$, B étant < z, 
9° Br SES 
4° —a+B— p, B » <a, 
n° —a+B—6$, b » >na, 
6° —a— B+B. 


Pour obtenir la valeur de la quatrième forme — a + — 6, 
il faut retrancher ĝ de « et donner au résultat le signe — : 
on obtient ainsi — (z — f); puis il faut ajouter £ à 
æ — p et donner au résultat le signe —; on reproduit 
ainsi — + ou a. En interprétant de la même façon cha- 
cune des cinq autres formes, on arrive toujours au même 
résultat a; ce qui démontre le lemme énoncé. 

Soustraction. — La soustraction est une opération qui 
a pour but, étant donnée une somme de deux parties et 
l’une d'elles, de trouver l’autre. 

Cette définition renferme comme on voit celle qui a 
été donnée en Arithmétique pour les quantités positives. 

Proposons-nous de soustraire — 4 de + 3 : le résultat 
doit ètre tel, que si on lui ajoute — 4 on trouve + 3; le 
nombre + 3 + 4 jouit de cette propriété. En effet, si on 
lui ajoute — 4, on retrouve 3 + 4— 4 ou 3, et il est 
bien évident que si l’on ajoute — 4 à un nombre plus 
grand ou plus petit que + 3 + 4, on trouve un nombre 
plus grand ou plus petit que + 3. Nous voyons donc que 
pour soustraire une quantité d’une autre, il faut changer 
le signe de la quantité à soustraire et l'ajouter à l’autre. 
Lorsqu'une seule lettre désigne une quantité avec son 
signe, le signe — placé devant cette lettre indique que la 
quantité en question doit être retranchée de celle qu’elle 
suit. 

Muzripzicarion, — Multiplier algébriquement une 
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quantité par une autre, c’est faire le produit de leurs va- 
leurs absolues et donner au résultat le signe + si elles 
ont le même signe et le signe — si elles sont de signe con- 
traire. Les dénominations de maltiplicande, multiplica- 
teur, facteurs, produit s'appliquent à la multiplication 
algébrique comme à la multiplication arithmétique. 

On donne quelquefois la définition de la multiplication 
sous forme de règle, en disant d'une manière abrégée que 


+ multiplié par + donne +, 


efi » — » —) 
= » a: » mn 
— » — » +. 


C’est en cela que consiste ce que l’on appelle souvent la 
règle des signes ; d’après cette règle, on voit, par exemple, 
que — 7 multiplié par + 4 donne — 28, que — 5 mul- 
tiplié par — 6 donne + 30, etc. Lorsqu'une seule lettre 
désigne une quantité avec son signe, on exprime que plu- 
sieurs quantités doivent être multipliées entre elles en les 
séparant par le signe X, par un point, ou encore en les 
écrivant sans aucun signe les unes à la suite des autres; 
ainsi 
a Xbt a.b.c, abc 

sont trois notations qui indiquent que l’on doit multiplier 
la quantité a par b et le résultat par c. Quand un des 
facteurs est un nombre positif et l'autre une lettre, on ne 
- met ordinairement pas de signe entre le multiplicande et 
le multiplicateur. On conçoit que cette convention ne 
saurait s'appliquer à plusieurs facteurs numériques d’un 
même produit; en effet, 23, par exemple, offrirait un sens 
ambigu et représenterait également les deux nombres 6 
et (20 +3). 

Division. — La division algébrique est une opération 
qui a pour but, étant donné un produit de deux facteurs 
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appelé dividende et l'un de ses facteurs appelé diviseur, 
de trouver l’autre appelé quotient. 

Pour diviser une quantité par une autre, il est facile de 
démontrer qu'il suffit de diviser la valeur absolue du di- 
vidende par la valeur absolue du diviseur, en ayant soin 
de donner au quotient le signe + si le dividende et le di- 
viseur sont de même signe, et le signe — dans le sens 
contraire. En d’autres termes, et d’une manière abrégée, 


+ divisé par + donne +, 


5 » — » —; 
— » + » —; 
— » — » +. 


En effet, soit à diviser — 7 par + 5, le résultat doit 
ètre tel, que multiplié par +5 il donne — 7; done la 
valeur absolue du résultat multipliée par 5 donne 7; donc 


la valeur absolue du résultat est bien £ : il reste à trouver 


son signe. Dans l'exemple que nous avons choisi, il est bien 
évident que le quotient a le signe —, car toute quantité po- 
sitive multipliée par +5 reproduit une quantité positive, 
En supposant le dividende négatif et le diviseur négatif, 
il faut que le quotient soit positif; car s’il était négatif, en 
le multipliant par le diviseur qui est négatif, on trouve- 
rait un résultat positif diflférant par conséquent du divi- 
seur. En répétant le même raisonnement sur un dividende 
positif et un diviseur successivement positif et négatif, on 
arrive ainsi à vérifier dans tous les cas la règle que nous 
avons donnée relativement au signe du quotient. 

En Algèbre comme en Arithmétique, le quotient de 
deux quantités s'indique en écrivant le dividende au- 
dessus du diviseur et en les séparant par une ligne hori- 
zontale, ou encore en écrivant le diviseur à la suite du 
dividende et en les séparant par deux points. 
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IV. — Des LIMITES ET DES INCOMMENSURABLES. 


On appelle limite d’une quantité variable une quantité 
fixe dont la quantité variable s'approche indéfiniment, 
de manière que leur différence ait une valeur absolue sus- 
ceptible de devenir aussi petite que l’on veut. 

Ainsi, par exemple, r est la limite des fractions pro- 


, . LLN te 
prement dites constamment croissantes ; zest la limite 


vers laquelle tendent les fractions 0,3, 0,33, 0,333, etc., 
lorsque le nombre de leurs chiffres 3 augmente indéfini- 
ment, etc. 


Tunéorème I. — Lorsqu'une quantité algébrique croit 
constamment sans devenir plus grande qu'une quantité 
Jixe, elle a une limite. 


En effet, en attachant aux mots plus grand que, plus 
petit que le sens que nous avons expliqué plus haut (J1), 
on voit qu'il existera une quantité fixe que la quantité va- 
riable ne pourra pas surpasser, mais telle, que toute quan- 
tité fixe inférieure pourra être égalée par la variable : 
cette quantité est évidemment la limite de la quantité va- 
riable en question. 


Taéonime I. — Lorsqu'une quantité décroit sans 
cesse sans pouvoir devenir moindre qu'une quantité fixe 
donnée, cette quantité variable a une limite. 


En effet, cette limite est évidemment la plus petite des 
quantités à laquelle la variable ne peut devenir inférieure. 


Tutorème MI. — Si deux quantités sont constamment 
égales, si l’une d'elles admet une limite, l'autre en 
admet une aussi, et ces deux limites sont égales. 


En effet, soient a et b les quantités variables et A la 
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limite de a, À — a peut devenir moindre en valeur ab- 
solue que toute quantité donnée. Il en sera de même de 
A — b qui lui est égal; donc par définition A est la limite 
de b. GQ: Fe D. 

On appelle commune mesure entre deux quantités À 
et B de mème espèce une quantité C qui soit contenue un 
nombre exact de fois dans A et dans B. 

Pour trouver une commune mesure entre À et B, on 
peut d’abord chercher si la plus petite B de ces quantités 
est contenue un nombre exact de fois dans A; s’il en était 
ainsi, B serait la commune mesure cherchée; sinon on 
peut diviser B successivement en deux, trois, quatre, etc., 
parties égales, et chercher si l’une de ces parties est con- 
tenue un nombre.exact de fois dans A. Mais il peut ar- 
river que, quelque grand que soit le nombre entier z, la 
n°" partie de B ne soit jamais contenue un nombre exact 
de fois dans A; on dit alors que A et B wont pas de com- 
mune mesure où sont incommensurables. 

Pour trouver une commune mesure entre À et B, on 
peut suivre un procédé analogue à celui qui fournit en 
Arithmétique le plus grand commun diviseur. A cet ellet, 
on retranche de A la plus petite B des deux quantités en 
question autant de fois qu’on le peut; on trouve alors que 


(x) A =q fois B + un reste R moindre que B, 


q désignant un certain nombre entier. On retranche en- 
suite R de B autant de fois que l’on peut, et ri on trouve 
alors, par exemple, 


(2) B= g’ fois R + un reste R’ moindre que R. 


On retranche ensuite R’ de R autant de fois qu’on le peut, 
et l’on trouve ainsi 


(3) R= q" fois R' + un reste R” moindre que R’; 
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et ainsi de suite. Il peut se faire que l’un des restes R, 
R’, R/,..., soit nul, et alors le reste précédent est la 
commune mesure. En effet, supposons R” nul, R’ sera 
alors égal à un nombre exact q” de fois R”, et l'égalité (3) 
nous montre que R est égal à qg” fois R’, c’est-à-dire 
q" xq" fois R” plus une fois R”, c’est-à-dire g”g"+1 
fois R”. L'égalité (2) montre ensuite que B est égal à 
q'{g"q"+1) +1 fois R”; enfin légalité (1) montre que A 
est égal à q [g' (q"g" +1) + 1] fois R”; R” est donc une 
commune mesure entre À et B. 

Ajoutons que le procédé que nous venons d'indiquer a 
l'avantage de faire connaître la plus grande commune me- 
sure entre À et B; il est facile de le prouver en suivant le 
même mode de démonstration qu'en Arithmétique, lors- 
qu'il s’agit de trouver le plus grand commun diviseur 
entre deux nombres. 

Lorsque les quantités A et B n’ont pas de commune 
mesure, le procédé que nous venons de suivre, pris à la 
lettre, ne permet pas d'affirmer qu'il en est ainsi; les 
opérations, à la vérité, ne se terminent pas, mais rien ne 
prouve qu'elles ne se termineront pas après un temps plus 
ou moins long. 

En Arithmétique, on a donné les définitions suivantes : 

Mesurer une quantité A c’est chercher combien de fois 
elle contient une quantité de même espèce B prise pour 
unité, ou combien de fois elle contient une certaine partie 
de B divisé en parties égales; le résultat de cette opération 
est ce que l’on appelle un nombre entier ou fractionnaire, 
Le nombre qui mesure une quantité A est donc ce qui 
nous indique la relation de grandeur entre la quantité en 
question À et son unité B, ou si l’on veut ce qui exprime 
le rapport de A à B. 

D'après la définition donnée en Arithmétique, il 
n'existe pas de nombre mesurant une quantité À incom- 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE PREMIER. 11 


mensurable avec son unité, car s’il existait une fraction Ë 
q 


mesurant le nombre A, A contenant p fois la g*"** partie 
de l'unité, cette g*"* partie de l'unité serait une commune 
mesure entre À et l’unité. 

Cependant il existe certainement une relation de gran- 
deur entre A et l'unité : voici comment on peut la définir. 

Partageons l'unité en z parties égales, À contiendra, 
par exemple, m de ces parties, mais n’en contiendra pas 
m+1 


m "2 
m+1;—et mesurent donc deux quantités com- 
n 


mensurables P et Q telles, que 
P<LA<Q, 


et différant de A d’une quantité moindre que la n°" partie 
de l'unité, c’est-à-dire différant de A d'aussi peu que l’on 
veut, puisque l’on peut choisir z aussi grand que l’on 
veut. Soit n’ >> n, el supposons que À contienne m’ fois 


la n'°"° partie de l'unité et ne la contienne pas m/+1 


m’ 4 


. m +1 Ar, 
fois; — et —;— mesureront des quantités commensu- 
n n 
rables P’ et Q’ telles, que 
PLALQ. 
La différence entre P’ et A pourra être prise moindre 


que la x'e partie de unité, et, par conséquent, en pre- 
nant n' assez grand, P’ pourra être compris entre P et A, 


i m' m 
et, par conséquent, le nombre — sera plus grand que = 


7 x F m” 
On déterminerait de la même façon un nombre -, plus 
n 
1 


m "1 e 
grand que — et mesurant une quantité P” comprise entre 
n 


m m” 


m , 
P'et A, etc. Les nombres m? pi? ga?t SOnt ce que l'on 


http://rcin.org.pl 


12 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


peut appeler les mesures approchées de A. Ils ont une ~ 
limite; cette limite est ce que l’on appelle le nombre in- 
commensurable qui mesure À. En effet, ces nombres vont 
m +1 


en croissant et restent toujours inférieurs à qui me- 


n 
sure Q plus grand que A. 
Soit Ë une fraction définie par la condition que-À soit 
y 


compris entre p fois et +1 fois la v°”* partie de lu- 
nité; il est facile de prouver que la limite vers laquelle 


tend Ë est le nombre a qui mesure A lorsque » croît in- 
3 


p 


définiment. En effet, soient R la grandeur mesurée par = 
y 


et S celle qui est mesurée par Ë 


+1 
; 0na 
Yy 


R<LAZS. 


La différence entre R et A est moindre que la v®”” partie 
de l'unité; la différence entre P et A est moindre que la 
nème partie de l'unité; donc entre P et R la différence est 
moindre que la 2°" partie de l'unité, en supposant, par 
exemple, y plus grand que z. Mais quand on fait croître n 
et y indéfiniment, y suivant une loi quelconque et z en 
le faisant passer par les valeurs n’, n”,..., définies tout à 


m . ° am 
l'heure, les nombres & et Ë qui mesurent P et R diffèrent 
? n y q 
z 1 a te 
de moins de —, c’est-à-dire que leur différence peut être 
n 
: È í : m Al 
prise aussi petite que l’on veut. Or z à pour limite a, 
l 


c'est-à-dire peut en différer d'aussi peu que l’on veut. — 
y 


MS m $ t 
peut différer de — d'aussi peu que l’on veut; doncil peut 
n 
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aussi différer de a d'aussi peu que l’on veut; en d’autres 
p 


X 


termes, = a pour limite a. 


HI 


y 


+1 ; 3 ye 
g a aussi pour limite a; car diffère de Ë, 
7 y 


I . . 
de -; que l’on peut prendre aussi petit que l’on veut. 
% 


Il résulte de là que pour définir le nombre incommen- 
surable qui mesure une quantité A incommensurable 
avec son unité, il suffit d'indiquer quelles sont les frac- 
tions mesurant les quantités inférieures à À et commen- 
surables avec l’unité, ou supérieures à A et commensu- 
rables avec l’unité. 

Les définitions des mots somme, différence, adoptées 
pour les nombres commensurables, s'appliquent avec lu- 
cidité aux nombres incommensurables : il n’en est pas de 
même du mot produit. 

Nous définirons le produit de deux incommensurables 
A et B en désignant les nombres commensurables infé- 
rieurs et supérieurs à ce produit. En désignant par a et b 
les nombres commensurables inférieurs à A et B ayant 
pour limite A et B, par a et b’ des nombres commensu- 
rables supérieurs à A et B ayant pour limite A et B, il 
est clair que a'b’ sera plus grand que ab; or a et b crois- 
sant et tendant vers leurs limites, ab croit. Comme il ne 
peut jamais surpasser a'b’, il a une limite; de même 
a'b' a une limite : il est facile de voir que ces limites 
sont égales, En eflet, soient æ la différence entre a et a’, 
ß celle entre b et b’, on a 


(1) a'b'—ab = (a +a) b' — (b' — pja. 


r 4 } , 2 A 
Mais b’ est une fraction; supposons-la égale à =: Multi- 
; supp s 3 


i arg A A TA 
plier a + z par z? c'est en prendre les 3: Or share 


http://rcin.org.pl 


14 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 

présente le tiers de a+ x, car en ajoutant 5 + 3 trois 
fois à lui-même, on reproduit a +z. En ajoutant deux 
fois + 3 à lui mème, on a les s de a+ z, et l'on trouve 


2a 2g ? , 
7 +73 ou b'a + b'a. 
On prouverait d'une manière semblable que (b’'— f) a 


est égal à b'a — Ga; la formule (1) donne alors 
a' b' — ab = ab +- aß. 


Or z et Ê peuvent être pris aussi petits que l’on veut; le 
second membre de la formule précédente peut donc ètre 
rendu aussi petit que l’on veut, et par suite a'b’ et ab 
peuvent être pris aussi peu différents l’un de l’autre que 
l’on veut, ce qui revient à dire que leurs limites sont 
égales. 

La limite commune de ab et de a’ b’ est ce que l’on ap- 
pelle le produit de A par B; on le désigne toujours par la 
notation À X B ou AB, et comme ab est toujours égal 
à ba, leurs limites AB et BA sont égales. 


Tnéonème. — Un produit de plusieurs facteurs in- 
commensurables ne change pas quand on intervertit 
l'ordre des facteurs. 

En eflet, soient a, b, c, d,..., des quantités inférieures 
à A, B,C, D,..., respectivement; le produit ABCD est la 
limite vers laquelle tend le produit ab X c ou abc; de 
mème ABCD est la limite vers laquelle tend abc >< d ou 
abcd.... Or, par exemple, abcd est égal à acdb; donc 
leurs limites ABCD, ACDB sont égales. c. Q. F. D. 

Le quotient de deux incommensurables appelées divi- 
dende et diviseur est un nombre qui, multiplié par le di- 
viseur, reproduit le dividende. 
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Soient D le dividende, d le diviseur; je dis que le quo- 

tient existe toujours. En effet, soient A, À’, à, 9’ des 
quantités commensurables satisfaisant aux relations 


A>D>4, 8>d>8ê"'; 


on trouvera toujours deux nombres g et g’ satisfaisant 
aux relations 


(1) AS ASAA 


Si l’on fait tendre A et A' vers D, à et 2’ vers d, q di- 
minue, g' augmente, mais on a toujours g œ> q’; donc q 
et g’ ont chacun une limite. Je dis que ces limites sont 
égales; en effet, en appelant r la différence entre A et A, 
et s la différence entre d et ò’, on a, au lieu des for- 
mules (1), 


A=(ù—s)qg, A+r=ðg', 


et, en retranchant membre à membre, 


0 


r=ôq — (ð —s)q. 


En faisant usage d’un raisonnement déjà fait à propos 
de la multiplication des incommensurables, on a 


r= dq — (2q — sq), 
ou bien 
r= ôq — g+ sq. 


Mais s et r pouvant être pris aussi petits que l’on veut, 
dq' et òq peuvent être pris aussi voisins l’un de l’autre 
que l’on veut, et par suite g et g’ aussi; ce qui prouve 
bien l'existence d’un quotient unique. 

Il va sans dire que l’on peut considérer des quantités 
négatives incommensurables, et que les théories dévelop- 
pées plus haut leur sont applicables. 
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V. — Principes FONDAMENTAUX. 


Lemme I, — Si deux quantités ajoutées algébrique- 
ment à une troisième donnent des résultats égaux, elles 
sont égales. 

En effet, elles représentent la différence algébrique 
entre les deux mêmes quantités, différence dont la valeur 
est unique d’après la définition donnée (II). 


Lemme IL. — Si N représente un nombre positif su- 
périeur à la somme des valeurs absolues de a et b, on a 


N+(a+b)=N+a+eb. 


Nous distinguerons plusieurs cas : 

1° a > o, b >> 0; dans ce cas, qui est celui de l’Arith- 
métique, le théorème est évident. 

2° a>0, b<o et a+b>o. Posons b =— ĝ, lo- 
pération représentée par N + (a + b) ou N+ (a— f) 
revient à ajouter à N a diminué de ĝ, ce qui peut se faire 
en ajoutant d’abord a, ce qui fournit un résultat trop fort 
de 8, puis en retranchant ĝ; on a ainsi finalement 


N+a—$8 ou N+a+b. 


3 a>0, b<o et a+b<o. Posons b= — Ê; 
ajouter a+b à N revient à ajouter a —f ou à retrancher 
a—f changé de signe, c’est-à-dire B — a. Pour faire cette 
opération, retranchons 6, nous aurons trop retranché, et 
le résultat sera trop petit de a; il faut donc l’augmenter 
de a pour obtenir la somme demandée, et l’on obtient 
alors N — ĝ + a. Mais il est bien clair qu’au lieu de di- 
minuer N de ĝ et de l’augmenter ensuite de a, on peut 
immédiatement l'augmenter de a et le diminuer de ĝ, ce 
qui donne 

N+a—8 ou N+a+b. 
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4 a Lo, b <o. Posons a = — a, b =— ĝ, on a 
N + (a+ b)=N + (—a— p) =N — (a +B). 


La question est ramenée à retrancher g + ĝ de N, ce qui 
peut évidemment se faire en retranchant successivement z 
et 5; on obtient alors 


N—ax—f$ o N+a+b. 
5° a Lo, b > o. On aura 
N+(a+b)=N+(b+a), 
c'est-à-dire, en vertu des cas (2) et (3), 
N+(a+b)=N+b+a. 


Mais a étant une quantité négative, il est clair que l’on 
peut d’abord retrancher (— a), puis ajouter b, et l’on a 


N + (a +- b)=N +a +b. 


Premier principe. — Une somme algébrique ne 
change pas de valeur quand on intervertit l’ordre de ses 
parties. 

Le cas de deux parties n’a pas besoin d’être examiné 
puisque, d’après la définition donnée (II), l’ordre n'in- 
tervient pas dans la formation d’une somme de deux 
parties. 

Considérons une somme a + b + c composée de trois 
parties; désignons par N un nombre plus grand que la 
somme des valeurs absolues de a, b, c. On aura, en vertu 
du lemme II, 


N+(a+b+ce)=N+{(a+b)+e] 
=N+(a+b)+e 
=N+atb+e. 


Or il est clair que la dernière de ces quantités égales 
IL i 2 
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peut s'écrire 
N+a+b+e, N+a+c+b, N+c+b+a.... 


En eflet, par exemple, si a = — 2, b = 3, c = — 5, 
peu importe que l’on retranche d'abord 2 de N pour lui 
ajouter ensuite 3 et lui en retrancher enfin 5, ou que l’on 
effectue ces opérations dans un autre ordre, En définitive, 
on aura toujours diminué N d’autant d'unités et de par- 
ties d'unités qu’il y en a dans les termes soustractifs, et 
on l'aura augmenté d’autant d'unités et de parties d'unité 
qu'il y en a dans les termes additifs. 

Orona 


N+(a+b+c)=N+a+b+e, 
N+(a+ce+b)=N+a+c+ pb. 


Mais les seconds membres de ces égalités sont égaux; 
donc les premiers le sont aussi; donc, en vertu de notre 
lemme 1°", 

a+b+cec=a+ec+ b 


Donc, 1° dans une somme composée de trois parties, 
on peut intervertir l’ordre des deux dernières parties. 

2° Considérons une somme composée d'un nombre 
quelconque de parties a+b+ç+...+e+f+3$8; on 
peut considérer a + b +...+ e comme effectué puisque 
le symbole a+b+c+...+e+f+8g signifie que 
l'on doit d’abord ajouter a et b, puis le résultat avec c, etc. 
Mais alors on voit que l’on est ramené à une somme de 
trois parties a + b+...+e, f et g; donc on a 


a+b+co+...+e+f+g=a+b+...+e+g+f 


Donc, dans une somme composée d’un nombre quel- 
conque de parties, on peut intervertir l’ordre des deux 
dernières. 
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39 On conclut de la formule précédente 


a+b+..+e+f+g+m+n+<...+p 
—a+b+..+e+g+f+m+n+...+p. 


Donc, dans une somme, on peut intervertir l’ordre de 
deux parties consécutives. 

4° De là on conclut que dans une somme on peut 
intervertir l’ordre des parties d'une facon tout à fait 
arbitraire. En elfet, en alternant une des parties succes- 
sivement avec celles qui la précèdent ou la suivent, on 
pourra lui faire occuper telle place que l’on voudra. l 


€a 04, PFB 


Deuxième principe. — Pour ajouter une somme à une 
quantité, il suffit de lui ajouter successivement chacune 
de ses parties. 


En effet, proposons-nous d'ajouter a + b + c à P, le 
résultat sera 


P+(a+b+c) o (a+b+c)+P. 
Mais on peut supprimer la parenthèse dans cette der- 
nière formule, car elle exprime qu’au résultat obtenu en 
ajoutant à à a, et c à la somme ainsi obtenue, il faut 
encore ajouter P; ce qu’exprime également le symbole 
a+b+c+?P, 
que l’on peut aussi écrire 
P+a+b+r, 


en vertu du principe précédent; donc, ete. c. Q. F. D. 


TrorsièmE puiNcire. — Une somme algébrique peut 
s’obtenir en ajoutant séparément les quantités de même 
signe, en faisant la différence des résultats obtenus, et 
en donnant à cette différence le signe du plus grand. 

2. 
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En eflet, 
a+b—c+d—f=a+b+d—c—f, 
et en vertu du principe précédent 


a+b—c+d—f={(a+b+d)+(—c—f) 
= (a+ b +d) — (c+ f); 


ce qui démontre le principe en question. 


Quarnième PRINCIPE. — Pour changer le signe d'une 
somme algébrique, il suffit de changer le signe de cha- 
cune de ses parties. 


En elfet, pour faire la somme de plusieurs quantités, 
on ajoute les quantités de même signe, on fait la diffé- 
rence des résultats A et B, on donne à cette différence le 
signe du plus grand de ces deux résultats. Or, en chan- 
geant les signes de tous les termes de la somme, on change 
les signes de A et de B, et par suite le signe que l’on doit 
donner à leur différence qui est la somme algébrique en 
question. 


Cinquième PRINCIPE. — Un produit ne change pas de 
valeur quanil on intervertit l'ordre de ses facteurs. 


Ce théorème a été démontré pour les nombres positifs. 
Pour l’étendre au cas où quelques facteurs seraient néga- 
tifs, il suffit d'observer que la valeur absolue du produit 
ne change pas quand on intervertit l’ordre des facteurs. 
Quant au signe du résultat, il est — si le nombre des fac- 
teurs négatifs est impair, + dans le cas contraire; il est 
donc aussi indépendant de l’ordre des facteurs. 


SixIÈME PRINCIPE. — Pour multiplier une quantité par 
un produit, il suffit de la multiplier successivement par 
chacun des facteurs du produit. 
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La démonstration de ce principe se fait en Algèbre 
comme en Arithmétique. 


SepriÈme PRINCIPE. — Lorsque l’on multiplie le divi- 
dende d’une division par une certaine quantité, le quo- 
tient est multiplié par cette quantité. 


En effet, soient D le dividende, d le diviseur et q le 
quotient, on a 
D — dq; 
en multipliant par m les deux membres de cette égalité, 


on trouve 
Dm = dqm. 


Cette égalité montre que d multiplié par gm reproduit 
Dm; donc qm est le quotient de Dm par d; done, etc. 
C: Q- F. D. 


Hurrième PRINCIPE. — Lorsque l’on multiplie le divi- 
seur par un certain nombre, le quotient est divisé par ce 
nombre. 

En effet, en conservant la même notation que tout à 
l'heure, l'égalité 

p= dq 
peut s'écrire 
D = dm X L, 
m 
En eflet, Z est une quantité qui multipliée par m re- 
flet, > quantité qui multipliée p re 
produit q; donc, multipliée par dm, elle reproduira dq; 


donc enfin D est le produit de deux facteurs dm et L; ce 
m 


qui revient à dire que 1 est le quotient de D divisé par 
{1 
dm. 
Neuvième principe. — Lorsque l’on multiplie le di- 
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vidende et le diviseur par une méme quantité, le quo- 
tient ne change pas. 


En effet, en conservant toujours les mêmes notations, 
on a > 
D=dq et Dm= dm.q, 


ce qui démontre que g est aussi bien le quotient de D di- 
visé par d que le quotient de Dm divisé par dm. 
ChQ FD: 


Dixiëme PRINCIPE. — Pour diviser un produit par l’un 
de ses facteurs, il suffit de supprimer ce facteur. 


En effet, le résultat ainsi obtenu est tel, que, multiplié 
par le facteur en question, il redevient égal au produit 
proposé. 


Onzième PRINCIPE. — 1° Quand on divise le dividende 
par une certaine quantité, le quotient est divisé par cette 
quantité ; 2° quand on divise le diviseur par une certaine 
quantité, le quotient est multiplié par cette quantité ; 
3° enfin, quand on divise le dividende et le diviseur par 
une même quantité, le quotient ne change pas. 


Ces principes deviennent évidents si l'on observe que 
se ti ne Un 
diviser par m une quantité, c'est la multiplier par — En 

m 
effet, en désignant par À une quantité quelconque, si Pon 


multiplie le produit A >X< 5 par m, on a 
1 I 
AX—-Xm—=—-xXmX A. 
m m 


Or — >x< m est évidemment égal à 1, car, par définition 
m 


I 3 MRE 
mème, — est un nombre qui multiplié par m donne 1; on 
m 
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a donc 


PRAGUE +2 
m 


Ainsi le produit de A par > multiplié par m, donne A ; 
donc À X - est le quotient de A divisé par m. c. Q. F. D. 


Douzième principe. — Pour diviser une quantité par 
un produit, il suffit de la diviser successivement par 
chacun des facteurs du produit. 


En effet, proposons-nous de diviser A par abcd. Divi- 
sons À par a, soit g le quotient; divisons q par b, soit q’ 
le quotient; divisons q’ par c, soit q” le nouveau quo- 
tient; enfin soit q” le quotient de la division de q” par d, 
on aura 


T a E E gt dat 
En multipliant membre à membre ces égalités, on a 
Aqq' q” — abedqq' g'q"3 


et en divisant par g, par q’ et par q” les deux membres 
de cette égalité, on a 


A = abcdg", 


ce qui prouve que g/”est le quotient de la division de A 
par abcd. 
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CHAPITRE II. 
DES POLYNOMES. 


I. — PRÉLIMINAIRES. 
On appelle monôme ou terme une quantité prise iso- 
lément ou un ensemble de quantités qui, dans une for- 
mule, ne sont liées entre elles par aucun des signes + 


ARE: 
ou — ; ainsi 2 — est un monôme. 
c 


On appelle polynôme une quantité composée de-plu- 
sieurs termes séparés par les signes + ou —; ainsi 
ab— c + de est un polynôme. Les polynômes se divisent 
en binômes, trinômes, etc., selon qu'ils ont deux, 
trois, etc., termes. 

On a déjà défini en Arithmétique ce que l’on appelait 
puissance d’un nombre; en Algèbre on appelle, comme 
en Arithmétique, puissance n°" d'une quantité le pro- 
duit de n quantités égales à celle-ci; la deuxième puis- 
sance d’une quantité s'appelle aussi carré de cette quan- 
tité; la troisième cube. 

Pour indiquer d’une manière abrégée la puissance n°" 
de la quantité a, on écrit le nombre # au-dessus de a, 
ainsi : a"; le nombre n ainsi placé porte le nom d'ex- 
posant. 

On appelle coefficient d'une quantité dans un terme 
l’ensemble des facteurs de ce terme qui n’entrent pas dans 
la quantité en question; ainsi, dans le terme 3ab, 3a est 
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le coefficient de b, 3 est le coefficient de ab. Dans 2 S 


KA b 2 P 
2 est le coeficient de p zest le coefficient de b, ete. 
a 


On appelle termes semblables ceux qui ne diffèrent 
que par leurs coefficients. On voit par là que la simili- 
tude de deux termes est une chose tout à fait relative et 
dépend des quantités que l’on considère comme coeffi- 
cients; ainsi 2ab et 3ab sont termes semblables si l’on 
considère 2 et 3 comme coeficients. 2 a° b et 4ab ne sont 
plus semblables, si Pon ne considère comme coefficients 
que les facteurs numériques; mais ils le sont encore si 
lon considère 2a comme coefficient du premier terme 
et 4 comme coefficient du second. 

Nous verrons plus loin que la considération des termes 
semblables permet de simplifier considérablement le cal- 
cul algébrique. 


I. — Avprrion ET SOUSTRACTION DES POLYNÔMES. 


Proposons-nous d'additionner les deux polynômes 


P=a+b—c +d 
et 
Q=g—h+k—i; 


le résultat cherché est 
a+b—c+d+Q. 


Mais pour ajouter la somme Q à a + b — c + d, il suffit 
d'ajouter à cette quantité successivement chacune des 
parties de Q (Chapitre I*, V, deuxième principe) ; on a 
donc 
P+Q—=a+b—c+d+g—h+k—i. 
Ci Q-/F. D. 


D'où l’on voit que pour ajouter ensemble deux poly- 
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nômes, il suffit de les écrire l’un à la suite de l'autre 
sans changer les signes de leurs termes. 

Cette règle s'applique évidemment à plus de deux po- 
lynômes. 

Proposons-nous maintenant de retrancher le poly- 
nôme Q du polynôme P. 

Retrancher Q de P revient à ajouter à P le poly- 
nôme Q changé de signe; la question est donc ramenée à 
celle-ci : changer le signe du polynôme Q. Pour y par- 
venir, je dis qu'il suffit de changer les signes de chacun 
de ses termes. En effet, pour trouver la valeur d’un po- 
lynôme, il faut ajouter les termes de mème signe, retran- 
cher la plus petite des sommes ainsi obtenues de la plus 
grande, et donner au résultat le signe de la plus grande. 
Si l’on change alors les signes des termes du polynôme, 
les sommes qu'il faut retrancher l’une de l’autre pour 
obtenir la valeur du polynôme changent de signe; la plus 
grande de ces deux sommes en particulier change de 
signe, et par suite le polynôme lui-même qui est de même 
signe que cette dernière somme. 

Ceci posé, on voit que pour retrancher Q de P, il 
suffira d'ajouter à P le polynôme Q, dans lequel on aura 
eu soin de changer les signes de tous les termes; ou, ce 
qui revient au même : 

Pour retrancher un polynôme d’un autre, il suffit 
décrire à la suite de celui-ci chacun des termes du poly- 
nôme à soustraire changés de signe. 

Il est inutile d'ajouter que ces règles bien simples 
s'appliquent encore au cas où l’un des polynômes consi- 
dérés se réduirait à un monôme. 
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II. — MULTIPLICATION DES POLYNÔMES. 


Proposons-nous d'abord de multiplier un polynôme 
P—a—b+c—d 
par un monôme m. 


1° Supposons d'abord P et m positifs, &, b, c, d et m 
commensurables, zn sera une fraction que nous pouvons 


: E: ; D à 
supposer égale à Į’ alors la question est ramenée à 


$ 


prendre les 7 de P. Or, si l’on ajoute quatre polynômes 


égaux au suivant 
e T 
* Æ TES 
on retrouve P, en vertu des règles de l’addition des po- 


lynômes; donc le polynôme Q est égal i: Ajoutons 


4 


maintenant trois polynômes égaux à Q, le résultat sera 


4 à A Au : x 
égal à trois fois +» et l'on aura, en vertu des règles de 
4 
l'addition, 
SE 4184. 9D £ Joi rod 
er > Homer a 
CE CR NE 
ou bien 
mP = ma— mb + mc — md; 


d’où l’on voit que pour multiplier P par m, il suffit de 
multiplier par m chacun de ses termes. 
2° Supposons actuellement que P et m restant toujours 
positifs, a, b, c, d, m puissent prendre des valeurs in- 
commensurables. Désignons par a’, b', c', d', m' les 
nombres commensurables supérieurs à a, b, c, d, m 
b li E u" b" “ d" i 
ayant ces nombres pour limites, et par a”, b", c , d", m 
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les nombres commensurables inférieurs à a, b, c, d, m 
ayant ces quantités pour limites. (Si quelqu'un des 
nombres a, b, c, d, m était commensurable, a par 
exemple, il faudrait remplacer dans la démonstration a’ 
eta" par a.) On a évidemment 
m' (a! — pra a”) >nP>m" (a"— b' + g= d'), 
ou, en vertu de la règle trouvée tout à l'heure, 
m’ a ee m' gr Ea m' c e m' d” 

>'mP D> m'a” — m” b' + m” h — m” d', 
et à fortiori 
9 m' a'— m” b” + m' | — m” d” 

j 
0 >> m'a mwb mne" =m d. 
Or les membres extrêmes de cette inégalité différent 
s 
tous deux de ma — mb + mc — md aussi peu que l’on 
veut. En effet, posons 
A=m'a — m"b"+ me — m” d”, 
(2) B = m”a”— mb + m” —m' d’, 
C = ma — mb + mc — md, 


on aura 


A — C= (m'a' — ma) +{(mb — m” b") 
+ (md — mc) + (m” d” — md). 


Mais m'a' a pour limite ma, m” b" a pour limite mb, etc.; 
donc les différences entre parenthèses peuvent être ren- 
dues aussi petites que l’on veut, et la différence A — C 
par suite aussi. On verrait de mème que C — B peut être 
pris moindre que toute quantité donnée; mais, en vertu 
de la formule (1), mP reste compris entre A et B qui dif- 
fèrent de C d'aussi peu que l’on veut; donc, à fortiori, 
les quantités fixes mP et C diffèrent Pune de l’autre 
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d'aussi peu que l'on veut. Elles sont donc rigoureuse- 
ment égales, et l’on a 


mP = CG; 
ou bien, d’après la formule (2), 
mP = ma — mb + mc — ma. 


3° Supposons maintenant P négatif et m positif; si 
nous changeons le signe de P, nous changerons évidem- 
ment le signe du produit sans changer sa valeur absolue. 
Or on change le signe de P en changeant les signes de 
chacun de ses termes, et l'on a (Chapitre I", V, qua- 
trième principe) 


—P=—a+b—c+ d, 


— P étant positif, on aura, d’après ce qui vient d'ètre 
démontré, 


m(—P)=— ma + mb — mc + md; 


el, par conséquent, nous trouvons, comme dans le cas 
où P est positif, 


mP = ma — mb + me — md. 


Il resterait à examiner le cas où P serait positif et m né- 
gatif, et celui où #2 et P seraient négatifs tous deux; le 
lecteur complétera facilement lui-même la démonstration 
que nous venons de commencer. 

En résumé, pour multiplier un polynôme par un mo- 
nôme, il suffit de multiplier chaque terme du polynôme 
par le monôme, en considérant chaque terme du poly- 
nőme comme affecté du signe qui le précède, et en ayant 
soin appliquer la règle des signes. 

Proposons-nous maintenant de faire le produit des 
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deux polynômes 


P—a—b—c+d, 
Q=m+n— p, 


le résultat cherché sera 
aQ — bQ— cQ— dQ; 


ou, en remplaçant aQ, bQ, cQ,..., par leurs valeurs 
obtenues en appliquant la règle donnée précédemment, 


am + an — ap — {bm + br — bp) 
— (cm + cn — cp) + (dm + dn — dp). 


Lorsque l’on aura effectué les additions et soustractions 
indiquées, on voit que le produit se composera : 1° du 
produit de chacun des termes de Q par le premier terme 
de P; 2° du produit changé de signe de chacun des termes 
de Q par le second terme de P, abstraction faite de son 
signe, ou, ce qui revient au mème, du produit de chacun 
„des termes de Q par le second terme de P, en tenant 
compte de la règle des signes; 3° etc. 

Ainsi donc, pour multiplier entre eux deux polynômes, 

il suflit de multiplier chaque terme du multiplicande par 
chaque terme du multiplicateur, en tenant compte de la 
règle des signes, et d'ajouter les résultats ainsi obtenus. 
Considérons maintenant plusieurs polynômes P, Q, 
R, S,...; si nous voulons en faire le produit, il faudra 
d’abord multiplier P par Q, le résultat par R, et ainsi de 
suite. Or PQ est la somme algébrique des termes obtenus 
en prenant un terme dans P et dans Q de toutes les ma- 
nières possibles, et en faisant leur produit; PQR sera la 
somme des termes obtenus en multipliant de toutes les 
manières possibles un terme de PQ par un terme de R, 
ou, ce qui revient au même, PQR sera la somme des 
produits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans 
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chacun des polynômes PQR de toutes les manières pos- 
sibles. En continuant ce raisonnement sur un plus grand 
nombre de polynômes, on arrive à cette conclusion qui 
nous sera très-utile : 

Le produit de plusieurs polynômes est la somme des 
produits obtenus en prenant de toutes les manières pos- 
sibles pour facteurs un terme de chacun des polynômes 
en question. 


IV. — Sur QUELQUES SIMPLIFICATIONS QUI SE PRÉSENTENT 
DANS LE CALCUL ALGÉBRIQUE. 


Il peut arriver, en faisant une addition, une soustrac- 
tion ou une multiplication, que certains termes du résultat 
soient semblables; dans ce cas, le résultat se simplifie. 
En effet, considérons des termes tels que 


246, —3ab, +5ab; 


si ces termes entrent dans un même polynôme, on peut 
les écrire l’un à côté de l’autre, et l’on aura évidemment 


2 b — 3a b +5ab—(2—3+5)40. 


Car, en vertu de la règle donnée pour la multiplication 
des polynômes, le second membre de l'égalité précédente 
est identique au premier; en sorte que les trois termes 
considérés se réduisent simplement à 4 a*b. On conclut 


‘de là que : 


Rice. — Pour réduire des termes semblables en un 
seul, il suffit d'ajouter leurs coefficients en tenant compte 
des signes, le terme réduit demeurant semblable à ceux 
dont il dérive. 


Lorsque l’on multiplie entre eux deux monômes, il peut 
arriver que ces monômes renferment une même lettre; 
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dans ce cas le résultat se simplifie. En effet, considérons 


le produit 
zabe X {a Bed; 


si l'on observe que pour multiplier une quantité par un 
produit il suffit de la multiplier successivement par cha- 
cun des facteurs de ce produit, le résultat cherché devient 


22 Kb KOKXKEKXAaAKXBXKEX d, 
ou, en intervertissant l’ordre des facteurs, 
2X 4 X aa’ bed. 


Mais ce produit ne changera pas si l’on remplace quelques 
facteurs par leur produit; si l’on remplace, par exemple, 
les coefficients 2 et 4 par leur produit 8; si l’on remplace 
enfin les facteurs, tels que a*, a°, par leur produit a't? 
ou a, qui indique que la lettre a a été prise quatre fois 
plus deux fois comme facteur; en sorte que le résultat 


final sera 
8ab' ëd. 


De là on déduit cette règle appelée règle de la multipli- 
cation des monőmes. 


Rice. — Lorsque deux monômes renferment cer- 
taines lettres en commun, pour les multiplier entre eux 
il suffit de faire le produit de leurs coefficients et d'écrire 
à la suite de ce produit les lettres communes affectées 
chacune d'un exposant égal à la somme des exposants 
dont cette lettre est affectée dans les deux facteurs, et 
les lettres non communes. 

Il va sans dire qu’une lettre qui n’a pas d’exposant est 
censée porter l’exposant 1; car l’exposant est le nombre 
qui indique combien de fois cette lettre est prise comme 
facteur. On pourrait mème ajouter déjà qu’une lettre 
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portant l’exposant zéro est égale à 1; car l’exposant zéro 
indique que cette lettre n’entre pas comme factéur; en 
sorte qu'écrire a’ à la suite d’un produit, c’est n’y ajouter 
aucun facteur ou le facteur 1. Mais nous reviendrons plus 
loin sur l’exposant zéro. 
En s'appuyant sur les règles que nous venons de dé- 
montrer, on arrive facilement aux formules suivantes : 
(a+ b)(a- b)— a+ 2ab + br, 
ou 
(à + b} — a+ 2ab + b, 
(a — b) —a— 2ab — b’, 
(a + b)(a— b)= a — b. 


L'usage des parenthèses et des exposants placés en haut 
de ces parenthèses a déjà été enseigné en Arithmétique; 
il est donc inutile de l'expliquer ici. Les formules que 
nous venons d'écrire correspondent à des théorèmes qu’il 
faut se rappeler, et qui sont d’un usage continuel en 
analyse : 

Le carré de la somme ou de la différence de deux 
quantités est égal à la somme des carrés de ces quan- 
tités, plus ou moins leur double produit. 

Le produit d’une somme par une différence de deux 
termes est égal à la différence des carrés de ces termes. 

Voici encore quelques formules à retenir : 


(a+ bP = a + 3ab + 3ab + d, 
(a — b} = a — 3a b + 3abt — b’, 
(a + bY = a + 4a b bab + Gab? bi, 


et que l'on vérifiera sans peine. 
V. — DIVISION ET FRACTIONS ALGÉBRIQUES. 


La plupart du temps, en Algèbre, la division ne peut 
que s’indiquer; ainsi il n'existe pas toujours un polynôme 
I. 3 
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quotient de deux:autres dans lesquels les lettres con- 
servent des valeurs indéterminées. Nous verrons plus 
loin à quels symptômes on reconnait l'existence d’un po- 
lynôme quotient. 

Quoi qu’il en soit, une division n'étant qu'indiquée, 
on pourra simplifier les écritures en supprimant des fac- 
teurs communs au dividende et au diviseur lorsqu'il y 
en aura (p. 22). 

On appelle fraction algébrique le quotient non ef- 
fectué de deux quantités algébriques; le dividende porte 
alors le nom de zumérateur, le diviseur le nom de déno- 
minateur de la fraction. 


Taéorème J. — Étant données plusieurs fractions, 
on peut toujours les réduire au même dénominateur, 
c'est-à-dire trouver des fractions égales aux fractions 
données et ayant toutes le méme dénominateur. 


En effet, il suffit pour cela de multiplier les deux 
termes de chaque fraction par le produit des dénomina- 
teurs des autres; quelquefois l'opération est moins com- 
pliquée, ainsi les fractions 


a c # 
Bb bd’ dh 
se réduisent au même dénominateur en multipliant les 


deux termes de la première par dh, ceux de la seconde 
par h, ceux de la troisième par b. 


Taéorime IE. — Pour ajouter ou retrancher des frac- 
tions, il suffit de les réduire au méme dénominateur et 
d'effectuer, comme en Arithmétique, les opérations sur 
les numérateurs. 


Je 5 a b c 
Considérons les fractions —; — ; —;,...; ayant toutes le 
m m m 
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F 7 25 dE LME LE 
dénominateur m; nous avons déjà vu quez; était égal à 
I o: due 
a< —: On le vérifie du reste aisément en remarquant 
m 


a 1 SAR 
ue— et a X — mulüpliés par m donnent tous deux a; 
q m m P P a 


on a donc 
a b c 1 I 1 
+ ———,  =aX—+bX——cX—..., 
m m m m m m 


ou bien, en considérant a, b, c,..., comme coefficients de 


è I 
termes semblables relativement au terme —, 
m 


a b e ; 1 a + b — c... 
— + — — —...= [a + bce...) X — = [MM 
m m m m m 
Cette égalité renferme le théorème qu'il s'agissait de 
démontrer. 


Taéonëme IE — Le produit de deux fractions est 
une fraction qui a pour numérateur le produit des nu- 
mérateurs et pour dénominateur le produit des déno- 
minateurs des fractions proposées. 

D A . Je a c + 

En effet, soit à multiplier z Par 5; une fraction ou 
quotient, comme on a vu (p. 22), est multiplié par un 
nombre quand on multiplie le dividende par ce nombre, 
de sorte que lon a 
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? + . ac x - 
mais, pour diviser la fraction 7 par b, il suffit de multi- 


plier par b son dénominateur; de sorte qu'on a fina- 
lement (p. 22) 


E EEA S C. Q. F. D. 


Conozraire. — S'il s'agissait de plusieurs facteurs, 
on aurait 


ARR PS PEL A: Ve NV Pa PI 
nr GS ET A ESN GA Er | M 


ce qui généralise le théorème. 


Taéonëme IV.— Le quotient de deux fractions s'ob- 
tient en multipliant la fraction dividende par la frac- 
tion diviseur renversée. 


ARTE c i T! 
En effet, soit à diviser 3 Par le quotient est évi- 
a 


demment 
ad è 
bc 3 


: ET ; c 
car, si l'on multiplie cette fraction par => on a 


qui se réduit à F en divisant ses deux termes par c et 
par d. c. Q. F. D. 

On donne quelquefois aux fractions le nom de rap- 
ports et à légalité de fractions le nom de proportion; 
les numérateurs portent alors le nom d'antécédents ; les 
dénominateurs sont les conséquents de la proportion; 
enfin le premier numérateur et le dernier dénominateur 
portent le nom d’extrémes, les deux autres termes por- 
tent le nom de moyens. 
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On appelle quatrième proportionnelle à trois quan- 
tités ‘a, b, c une quantité d qui fasse avec celles-ci la 


proportion 
a E 


es 
On appelle moyenne proportionnelle entre deux quan- 


tités a et b (ou encore moyenne géométrique) une quan- 
tité c telle, que l’on ait 


en multipliant par b et par c les deux membres de cette 
égalité, on trouve 
ab =e. 
On a généralisé la définition précédente et l’on a appelé 
moyenne géométrique entre a, b, c, d,... une quan- 
tité x telle, que 
wP abed oss 


n étant le nombre des facteurs a, b, c,..., et l’on a ré- 
servé le nom de moyenne arithmétique à la quantité dé- 
finie par l'égalité 


nx=a+b+c.... 


Lorsque l’on a 
a € 


il 


on dit quelquefois que b est une troisième proportionnelle 
à aet c. 


Taéonëme I. — Dans toute proportion, le produit 
des extrêmes est égal au produit des moyens; en d'au- 
tres termes, de l'égalité 


w- ue 
ETA 
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on tire 
ad = bc. 


Pour cela, il suffit de multiplier par b'et d les deux 
membres de l'égalité donnée. : 


Taéonime M. — L'égalité 


En effet, la première se déduit de la proposée en divisant 
l'unité par les deux membres de la proposée; la seconde 
s'obtient en multipliant les deux membres de la proposée 
par b, et en les divisant par c; enfin, la dernière s'obtient 
en multipliant les deux termes de la proposée par d, et en 
les divisant par a. 

Ces résultats peuvent s’énoncer ainsi : Dans toute 
proportion, 1° on peut remplacer les antécédents par les 
conséquents, et vice versà; 2° on peut alterner les 
moyens; 3° on peut alterner les extrêmes. 


Taéorème II. — Les égalités 
M. “a a” 
(1) $ = F = ra pan 


entraïnent la suivante : 


a  ap+ap +a"p"... 


D bp+bp +b'p'... 


p, p', Pp',-.. désignant des quantités quelconques dif- 
férentes de zéro. 
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En effet, les égalités (1) peuvent s'écrire : 


ap a'p' = a" p" Be 


CE 
en désignant par q la valeur commune de toutes ces frac- 
tions égales, on a 


äp = bp AP =U AG MED = bp EXT. 


d’où l’on déduit, en ajoutant membre à membre ces éga- 
lités, 


ap + a'p' +- a" p”... = (bp + b'p' + b" p...) qs 


et, en divisant par bp + b'p'+ ... les deux membres 
de cette dernière formule, 


a ap apl t a" p":.. 
En p AERE C. Q.F. D. 


VE c est-à-dire 2 = p + bp + O"p”. Es 


Conozzaire. — De l'égalité 


aa! à ax - b 
o E ———— l 


a 
b b&b a 


on en déduit aussi, en alternant d’abord les moyens, 


CE E NW EV : 
— = —,—): puis 
a 


ae a Eh 
TETE 


à 


Ces formules sont très-utiles et permettent souvent de 
simplifier considérablement les calculs. 
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CHAPITRE III. 


DES POLYNOMES ORDONNÉS. 


I. — Dérinrrions. 


On dit qu'un polynôme est ordonné par rapport aux 
puissances croissantes ou décroissantes d’une même lettre, 
lorsque les exposants de cette lettre y vont en croissant 
ou en décroissant depuis le premier terme jusqu’au der- 
nier, 

On appelle degré d’un terme par rapport à des lettres 
déterminées la somme des exposants dont ces lettres sont 
affectées dans ce terme; ainsi 3 4° b est du troisième degré 
par rapport à a et b, du deuxième degré par rapport à a 
seul, et du premier par rapport à b seul. 

On appelle degré d'un polynôme le degré de celui de 
ses termes dans lequel la somme des exposants des lettres 
par rapport auxquelles on compte le degré est la plus 
grande. 

Un polynôme est dit homogène par rapport à plusieurs 
lettres lorsque tous ses termes sont de même degré. 

Il est clair que la somme et la différence de deux poly- 
nômes homogènes de mème degré sont des polynômes 
homogènes. 

Le produit de deux polynômes homogènes est encore 
un polynôme homogène dont le degré est égal à la somme 
des degrés des facteurs. 


http://rcin.org.pl, 


CHAPITRE HI. 41 


Cette remarque est d'une grande utilité dans le calcul 
et permet de vérifier à chaque instant les fautes que l’on 
peut faire en omettant des lettres ou des exposants : on a 
très-souvent l’occasion de calculer sur des polynômes ho- 
mogènes; il faut profiter de cette circonstance toutes les 
fois qu'on le peut et vérifier que les formules que l’on 
obtient par multiplication de polynômes homogènes res- 
tent homogènes. 

Un polynôme du premier degré s'appelle aussi fonction 
linéaire. 


li. — MULTIPLICATION DES POLYNÔMES ORDONNÉS. 


Toutes les fois que l’on peut ordonner un polynôme, 
il faut le faire; la symétrie qui en résulte guide beaucoup 
dans les calculs, et surtout lorsqu'il s’agit de faire le pro- 
duit de deux polynômes. 

Considérons par exemple les deux polynômes ordonnés 


P=irt+or+ 3at+ fa + bat, 
Q—2—3:7r+ 4x — 52, 


et cherchons leur produit; nous suivrons la règle géné- 
rale, mais nous écrirons sur une première ligne horizon- 
tale le produit du polynôme P par le premier terme 2 
de Q; nous obtiendrons ainsi un premier produit partiel 
ordonné; multiplions ensuite le polynôme P par le se- 
cond terme — 3 x de Q, nous obtiendrons un second pro- 
duit partiel ordonné; nous l’écrirons au-dessous du pre- 
mier, de telle sorte que les termes de même degré se 
correspondent dans une mème colonne verticale, et ainsi 
de suite : la réduction des termes semblables porte alors 
sur les termes inscrits dans une mème colonne verticale. 
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On dispose le calcul ainsi qu'il suit : 


1+ 22 + 3x-+ fa + 5at 
2 — 3x + kr — 5x 


2+4|x +6| +8|2 +io|zxt 


—3| —6 — 9 = 12 — 19 | x 
+4 + 8 + 12 + 16 + 20 | x 
— 5 — 10 — 15 — 20 — 2521 
2+r +4 xt +2 x — 14 z — 95, 


en évitant de répéter la partie commune aux divers 
termes semblables. 

La disposition de calcul que nous avons adoptée est 
surtout avantageuse lorsque les coefficients de la lettre 
ordonnatrice sont eux-mèmes des polynômes. 


Remarque. — Lorsque le multiplicande, le multi- 
plicateur et le produit sont ordonnés de la même ma- 
nière par rapport à la méme lettre, le premier et le der- 
nier terme du produit sont égaux respectivement aux 
produits des premiers et des derniers termes des poly- 
nômes facteurs. 

En ellet, supposons les polynômes ordonnés par rap- 
port aux puissances décroissantes de x; les premiers 
termes des facteurs sont les termes de degré le plus élevé, 
leur produit est un terme du produit total, et il est bien 
évident qu'il est de degré plus élevé que tout autre terme 
du produit total; par conséquent il ne se réduira avec 
aucun d’eux et sera le premier terme du produit total. On 
verrait de même que le produit des derniers termes des 
facteurs est le dernier terme du produit total. 


JII. — Division DES POLYNÔMES ORDONNÉS, 


On appelle polynôme entier en x ou fonction en- 
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tière de x un polynôme de la forme 
A,+ Air + Az +... Az, 


dans lequel As, A,,..., An ne contiennent pas x. 

On dit qu'un polynôme entier en x est divisible par 
un autre entier en x également, lorsque leur quotient est 
un polynôme entier en x, quelle que soit la valeur attri- 
buée à x. 

Pour x = 2, on a 


æ +r — 1 


-iam 


=r + 2x — 3. 


Cependant on ne peut pas dire que x°+ x — 1 soit 
divisible par x — 1, parce que cette égalité n'a lieu que 
pour des valeurs particulières de x; il est facile de voir, 
en effet, que pour x= o elle wa plus lieu, tandis que 
l’on a, quel que soit x, x? — 1 = (x + 1) (x — 1) ou 


t— i 


= 2 -+ l; 
Z — Il 
aussi dirons-nous que x° — ı est divisible par x — 1.... 
Si deux monômes renferment les mêmes lettres, leur 
quotient se simplifie en supprimant des facteurs communs 
au dividende et au diviseur; ainsi, par exemple, propo- 
sons-nous de diviser 8a°b*c*d par — 3 a*b°c°d*; le quo- 
uent . 
Sa b‘c*df? 
7 Bab df? 


peut s'écrire en supprimant au dividende et au diviseur 
quatre fois le facteur a, trois fois le facteur b, deux fois 
le facteur c, une fois le facteur d, etc., 


Sab 
364 
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D'une manière générale, pour diviser un monôme par 
un monôme, il faut indiquer la division et supprimer 
tous les facteurs communs apparents; si, par exemple, 
une méme lettre entre au dividende et au diviseur, elle 
doit disparaitre dans celui de ces deux termes où elle 
entre avec le moindre exposant, et dans l’autre terme 
son exposant doit diminuer d'autant d'unités qu'il y 
en avait dans l’exposant correspondant au premier 
terme. 

Ceci posé, proposons-nous de diviser le polynôme 


P = 2 — Sax + roa t — 1042? + bat x — ai 


par le polynôme 


Q= 2" — 3ax° + 3ax — a. 


Ces deux polynômes sont entiers en x; nous supposerons P 
divisible par Q, nous appellerons V le quotient, et nous 
supposerons ce quotient entier et ordonné comme P et Q; 
P sera le produit de V par Q; donc, en vertu d’une re- 
marque faite au-paragraphe précédent, le premier terme 
de P sera le produit du premier terme de V par le premier 
terme de Q, donc le premier terme de V sera le quotient 
du premier terme de P par le premier de Q ou x°: x", 
c'est-à-dire x? : 


at har 100 2 — 1042°+ az — a|x— 3ax2+ 3 ax — a 


— 1+B3ax— Bart ax Z'— 2ax + a! 


—2az+ qjatr— gaz’ Ba'r — af 
+oar'— baty Gaz 2atx 


+ æpP— 3ax+3atx— a 
—  ax+ 3arx— 3a'x + a! 


o o 0. 
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Si alors du polynôme P on retranche le produit x* x Q 
(que nous avons écrit changé de signe immédiatement 
au-dessous du polynôme P), le reste (qui se trouve inscrit 
au-dessous du produit x*Q changé de signe) ne contien- 
dra plus que le produit des termes du premier degré et 
du terme indépendant de x dans V par le diviseur Q; 
en raisonnant sur ce reste comme sur le polynôme P, on 
est conduit à diviser son premier terme par x°, et ainsi 
de suite. On déduit de là cette règle : 


Rècze. — Pour diviser deux polynômes entiers et 
ordonnés de la même manière l’un par l’autre : 1° di- 
viser le premier terme du dividende par le premier terme 
du diviseur; le quotient ainsi trouvé est le premier terme 
du quotient total; 2° du dividende total retrancher le 
produit du diviseur par le premier terme du quotient ; 
on obtient ainsi un premier reste sur lequel on opère 
comme sur le dividende total, on obtient alors le 
deuxième terme du quotient, et ainsi de suite. 


On abrége quelquefois les calculs. D'abord on peut 
remarquer qu'il est inutile d'écrire complétement les 
restes partiels: on peut se contenter d’abaisser le seul 
terme dont on va avoir besoin, enfin on peut éviter aussi 
d'écrire les produits du diviseur par chaque terme du 
quotient, et faire les soustractions de tête ainsi qu’il suit. 

Je reprends l'exemple précédent; j'ai trouvé x* pour 
premier terme du quotient, je multiplie alors le diviseur 
par x*, et je m'exprime ainsi : + x° par + x° donne 
+ x, et, pour retrancher, —x; ce terme détruit le terme 
x° du dividende; + x? par — 3ax° donne — 3ax*, et, 
pour retrancher, +3 ax; ce terme se réduit avec le terme 
— 5ax* du dividende et donne — 2ax", et ainsi de suite. 

Nous ayons supposé que le quotient était un polynôme 
entier en x; s’il n’en était pas ainsi, en suivant le pro- 
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cédé que nous venons d'indiquer, l'opération ne se ter- 
minerait pas; c’est-à-dire qu'en retranchant du dernier 
reste le produit du diviseur par le terme du quotient indé- 
pendant de x, au lieu de trouver zéro, on trouverait un 
polynôme de degré inférieur au diviseur. En désignant 
par R ce polynôme, on aurait évidemment 


P= VQ +R; 


car P se compose identiquement de la somme des produits 
de chacun des termes de V par Q, augmentée de R. 

De là on conclut évidemment que si le polynôme P 
n'est pas divisible par Q, la suite des calculs le mon- 
trera, puisque l’on devra ètre conduit à l'opération, qui 
consisterait à diviser un terme du polynòme R par un 
terme de degré plus élevé que lui : le polynôme R auquel 
on est ainsi ramené porte le nom de reste de la division 
de P par Q. 

Nous avons supposé les polynômes P, Q, V ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de x; on aurait 
pu les supposer ordonnés par rapport aux puissances crois- 
santes, et on serait arrivé au même résultat en raisonnant 
d'une manière analogue; seulement, le terme indépendant 
de x dans V aurait été obtenu en divisant le terme in- 
dépendant de P par le terme indépendant de Q, ete. Pour 
donner un exemple de cette manière de procéder, divi- 
sons 1— x — 2%° par 1 + X, nous raisonnerous comme 
il suit : $ 

1 divisé par 1 donne 1; 1 fois 1 donne 1, et, pour retran- 


I1—x— 2% |1+ x 
— 2z — 2x |1 — 2x 
o o 


cher, — 1; — 1 et 1 font zéro; 1 multiplié par x donne x, 
et, pour retrancher, — x; — x et —x font —2x. Ainsi 
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le premier reste est — 2x; abaissons le terme — 2x*; 
— 2x divisé par 1 donne — 2x, second terme du quo- 
üent, etc. 

Remarque. — Proposons-nous de diviser 1 par 1 — x. 


1. I— x 
T. En a ie i an e A A ie s 
x? 
a" 
rti 


Cette opération, d’après ce que nous avons dit, ne peut 
ètre qu'indiquée; cependant, si l'on applique la règle dé- 
montrée dans le cas où l’on a à diviser deux polynômes 
réellement divisibles l’un par l’autre, on trouve successive- 
ment les termes 1, x, x°,x°.!.,au quotient, et il est facile 
de voir que l'opération ainsi prolongée ne se termine pas. 
Quoi qu'il en soit, si l'on arrête le quotient au terme x”, 
on trouve pour reste æ&"*!, et l’on a identiquement 


=(i+rt+a+...+at)(t— x) + a. 


Ce résultat est une relation qui a lieu quelle que soit la 
valeur attribuée à x, et qu’il est bon de connaître. Toutes 
les divisions impossibles conduisent à des quotients qui 
ne se terminent jamais; car, s'ils se terminaient, on au- 
rait un reste nul, et le dividende serait divisible par le 
diviseur. 

Quand on ordonne par rapport aux puissances dé- 
croissantes de x, on trouve des résultats analogues, en 


. ` " I 
conlinuant à ordonner par rapport aux puissances de +) 
T 


le quotient et les restes successifs. L'exemple qui suit 
fera mieux comprendre ce fait. Divisons 1 par x — 1. 
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Nous divisons 1, premier terme du dividende, par x pre- 


1 T—I 
I 1 1 1 
, X R a a? 


‘ 


. eg I 
mier terme du diviseur; nous trouvons —; de 1 nous 
ZT 
à u 1 
retranchons le produit de x — 1 par —; il reste —; etc. On 
T T 
PAP 2 MIE bei i 
trouve ainsi pour quotient - + — +..., et, si l’on s'ar- 
r 4 


R I 
rète au terme — » on a 
z" 


IV. — PROPRIÉTÉS DES POLYNÔMES ENTIERS. 


Tutorème I. — x"— a" est divisible par x — a. 


En effet, si l’on divise x — a, x’ — a°, x°— a’ par 
x— a, on trouve pour quotients 1, X + 4a, x° + ax + a*; 
on est tenté, par induction, d'admettre que g” -— a" est 
divisible par x — a et que le quotient est 


a'am M a, Hans > 


et, en effet, si l’on multiplie ce polynôme par x — a, on 
retrouve x"— a", ce qui démontre le théorème et fait 
connaitre en même temps le quotient. Voici, du reste, 
une manière directe de démontrer le théorème en ques- 
tion : si l’on commence la division, on trouve pour pre- 
mier terme du quotient x", pour reste ax"—!— a" ou 
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a (xt — a"-1), Si donc x"! — a"-t est divisible par 
x— a, x"— a" le sera; or x — a est divisible par x — a, 
donc x? — a? l’est; x°— a? l’étant, x°— aè? le sera, et 
? , ’ 

ainsi de suite. COLE D, 

Veut-on avoir le quotient, il suffira de remarquer que 
? 


ar — a" = 2 (x — a) + a (at — ami), 


ou bien, en divisant par x —a les deux membres de 
cette égalité, 


Cette formule montre que le quotient de x” — a" par 
x— a s'obtient en multipliant par a le quotient de 
x"! a"! par x — a, et, en ajoutant x”-!, on trouve 
alors : 


2 — a’ 

Pour m=2.. ——=x+a, 
T—a 
æ — a? 

Pour m =3.. —— = r + ax + a, 
zZ — A 
a" — a" 

Pour m= n.. —— = PH ari a, ant, 
T—a 

Taéonime I. — Sile polynôme P entier en x s'an- 


nule quand on y fait x = a, il est divisible par x — a. 


Voici la démonstration que Lagrange donne de ce 
théorème dans la Note IT de son Traité des équations 
numériques. 

Soit 

P = A; + Aix + Az +... Aux"; 


désignons par P’ ce que devient P pour x = a, nous au- 
rons 
P'—A;+A;a+A;@+... Ana"; 
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en retranchant membre à membre ces égalités, on a 
(1) P—P'—A;(x—a)+A:(r— a) +...+An(2"— a"). 


Or, en vertu du théorème précédent, chacun des termes 
du second membre de cette égalité est divisible par x — a; 
ce second membre est donc évidemment divisible par 
x — a. Désignons par Q le quotient, on pourra écrire 


P—P'—Q(r—a). 


Si donc on suppose P’ égal à zéro, ou, ce qui revient au 
mème, si l’on suppose P égal à zéro pour x = a, il vient 


P—Q(x— a) 


ce qui prouve bien que P est divisible par x — a. 

On donne ordinairement de ce théorème une autre 
démonstration généralement attribuée à d’Alembert, et 
sur laquelle nous aurons l'occasion de revenir un peu 
plus loin. 


Tuéorème I. — Un polynôme en x du degré m 
ne peut s’'annuler pour plus de m valeurs de x, à moins 
d'être identiquement nul. 


En effet, soit P un polynôme en x du degré m. Si ce 
polynôme s’annule pour x= a,, nous venons de voir qu'il 
était divisible par x — a,, et que l’on pouvait poser 


P—Q(x— a), 


Q, désignant ici un polynôme du degré m — 1. Si l’on 
suppose alors que P s’annule encore pour x = as, il en 
sera de mème de son égal Q, (x —a;); mais si a, est dif- 
férent de a, x — a, ne sera pas nul pour x = as, et le 
produit Q, (x — a,) ne pourra s’annuler que si Q, = o. 
Q, annulant pour x = a, sera divisible par x — «az; et 
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l'on pourra poser 


Q. = Q: (x zs ai), 


Q, désignant ici un polynôme de degré m — 2. Supposons 
que P s’annule encore pour x = 4,, on démontrera, 
comme tout à l'heure, que Q, s’annule aussi pour x = a; ; 
et, en vertu de légalité précédente, que Q, s'annule éga- 
lement pour x = as. On pourra donc poser 


Q:-= Q; (x — a), 


Qs désignant un polynôme de degré m— 3. En conti- 
nuant ainsi, on finira par obtenir une formule telle que 


Qi = Qu (z — an), 


dans laquelle Q,, désigne une quantité indépendante de x, 
ou, comme on dit quelquefois, du degré zéro. 

Si l'on multiplie membre à membre toutes les égalités 
que nous venons d'écrire, on trouve 


PQ Q:Q:... Qui = Qi Qu... Qu (© — a)(z— a)... (£ — am), 


ou bien, en supprimant le facteur Q, Q3... Qm—ı aux 
deux membres de cette égalité, 


P = Qn (£ — a;) (£ — az) . . « (£ — am); 


et il est bien clair que le polynôme P ne peut plus s'an- 
nuler pour aucune valeur de x différente de &;, as, a3,.…., 
a, à moins que Q,, ne soit nul, auquel cas P serait con- 
stamment nul, quelle que soit la valeur attribuée à x, ce 
que l’on exprime en disant que P est identiquement nul. 

Cette démonstration repose, comme on voit, sur ce que 
la quantité Q,, ne contient pas x, et, par conséquent, ne 
peut devenir nulle pour aucune valeur de x, à moins 
d’être toujours nulle. 


Tutorème IV. — Un polynôme identiquement nul, 


et À KTE 
http: In RE] paroi 


TE 


PINN 
9 sav 


52 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 
ou, d’après le théorème précédent, un polynôme qui 
s'annule pour un nombre de valeurs de sa variable su- 
périeur à son degré, a ses coefficients nuls. 

En effet, soit 


P= A+ A z+ A t... H Az" 


le polynôme en question; ce polynôme, étant nul quel que 
soit x, serà nul pour x = o. Or, si l’on y fait x = o, ce 
polynôme se réduit à A,; donc A, est nul. On a donc 
simplement 

P= A z- At nnn t Ana". 


Mais P étant nul quel que soit x, 
P 
Am he ea Anen] 


sera encore nul pour toutes les valeurs de x, excepté 
peut-être pour x = o. Mais il est nul pour un nombre de 
valeurs de x supérieur à son degré, qui est m—1; donc 
il est certainement nul pour x = o. On en conclut que 
A, =0, et ainsi de suite; donc enfin le polynôme P a tous 
ses coefficients égaux à zéro. CH07R D. 


Taéorkme V. — Lorsque deux polynômes P, Q en- 
tiers en x sont égaux pour plus de m valeurs de x, 
m désignant le degré de celui de ces polynômes qui a le 
degré le plus élevé, ces polynômes sont identiquement 
égaux, c'est-à-dire qu'ils sont toujours égaux et que les 
coefficients des mémes puissances de x sont égaux. 

En effet, soient 


P =A, + Az +A? t.n. Ana", 
Q= RB, + Bı z + B: +... + Br 2, 


les deux polynômes en question ; le polynôme 


P—Q—(A—B,)+(A—B)z-+(A;—B)z +... 
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est du degré m au plus. Or, P étant égal à Q pour plus de 
m valeurs de x, leur différence P— Q s’annule pour plus 
de m valeurs de x, et l’on a 


A,—B,—=0,..., AB, —0, Ai 0,.,:, As — 0, 
ou 
nch A=5B,,..., A,—1B,, À,,, —0, > An — 0 


ce qui revient à dire que les polynômes sont identiques et 
de mème degré. 


Remarque I. — Si les polynômes P et Q étaient égaux 
pour m valeurs de x et si l'on avait A„ = Bn, la diffé- 
rence P — Q serait de degré m — 1, et l’on aurait encore 
P— Q nul pour plus de m— 1 valeurs de x; donc 


A; = Bj; ss An = Bai 


Remarque I. — Abel et Cauchy ont tiré un excellent 
parti du théorème précédent pour généraliser certaines 
formules reconnues vraies, pour des valeurs entières et 
positives de certaines lettres, et les étendre à des valeurs 
quelconques de ces lettres. Il est bien évident, par exemple, 
que si les polynômes P et Q sont reconnus égaux pour 
toutes les valeurs entières de x, ils sont égaux pour plus 
de m valeurs de x, et, par conséquent, identiques et égaux 
pour les valeurs fractionnaires, positives ou négatives 
de x. Il est bien évident aussi que si P et Q sont entiers 
par rapport à plusieurs lettres x, y, z,..., et égaux pour 
toutes les valeurs entières de ces lettres, ils sont encore 
égaux pour les autres valeurs que l’on peut attribuer à 
ces lettres. En effet, donnons des valeurs fixes mais en- 
tières à y, z,...; les polynômes P et Q, égaux pour toutes 
les valeurs entières de x, le seront pour toutes les valeurs 
possibles de x : ainsi P et Q sont égaux pour toutes les 
valeurs de x et les valeurs entières de y, z.... Donnons 
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alors à x une valeur quelconque fixe et à z, etc., des va- 
leurs entières fixes, P et Q seront égaux pour toutes les 
valeurs entières de y, et par suite pour toutes les valeurs 
imaginables de y; ainsi donc P et Q sont égaux quels 
que soient x et y et pour toutes les valeurs entières de z, 
En continuant ainsi, on verrait que P et Q sont égaux 
pour tous les systèmes de valeurs possibles attribuées à x, 
Pris 

Enfin, nous pourrions observer que les termes sem- 
blables en x, y, Z,... ont des coefficients égaux dans P 
et Q; pour le prouver, il suffit de remarquer que les 
coefficients de x‘ sont égaux dans les deux polynômes, 
i désignant un entier quelconque inférieur à m pouvant 
ètre égal à zéro. Ces coefficients sont des polynômes en y, 
Z,..., égaux quels que soient y, z,...; donc dans ces nou- 
veaux polynômes les coefficients de y} sont égaux, etc, En 
continuant ainsi, on finit par trouver deux coefficients 
indépendants des lettres x, y, Z,..., égaux entre eux : ce 
sont les coefficients de x‘y},.., et comme à, j}... ne sont 
assujettis qu'à être moindres que m, il en résulte que tous 
les coefficients sont égaux de part et d’autre. 


V.— APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. — MÉTHODE 
DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 


Nous allons montrer sur un exemple quel parti l'on 
peut tirer des théorèmes que nous venons d'établir; mais 
auparavant nous reviendrons sur la définition que nous 
avons donnée de la division des polynômes entiers pour 
la généraliser. 

Nous avons vu que lorsque l’on essayait de diviser un 
polynôme U par un polynôme V, on était averti de Pim- 
possibilité de faire l'opération lorsque l’on tombait sur un 
reste de degré inférieur au diviseur; mais l'opération que 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE LIL, : 55 
lon fait pour essayer si V divise U conduit à ce résultat 
smiportant : 

Tout polynôme U peut se décomposer en deux par- 
zies dont l’une est le produit d'un polynôme donné V 
par un polynôme Q, et dont l’autre est un polynôme R 
de degré inférieur à U. 

Nous allons voir que cette décomposition ne peut se 
faire que d’une seule manière. En effet, supposons qu'une 
première opération ayant donné 


U—VQ+R, 
on ait trouvé par d’autres moyens 
U—VQ +R, 
R’ étant encore de degré inférieur à V, On en déduirait 
VQ +R = VQ +R 


V(Q—Q)=R —R. 

Cette égalité devant subsister quel que soit x, il faut que 
V (Q — Q’) et R'—R soient de mème degré, ce qui est 
impossible, car V est de degré supérieur à R et à R’. 

Ceci posé, nous pouvons définir la division une opéra- 
tion qui a pour but, étant donnés un polynôme appelé 
dividende et un autre appelé diviseur, de trouver un troi- 
sième polynôme appelé quotient tel, que multiplié par le 
diviseur, il reproduise le dividende à un polynôme près 
de degré inférieur au diviseur, appelé reste. 


ou 


Progzëme. — Étant donné un polynôme P entier 
en x, on propose de le diviser par x — a. 

Bien que l’on puisse employer la méthode ordinaire, 
nous allons indiquer une méthode très-féconde, dite des 
coefficients indéterminés, et qui va nous permettre d’ar- 
river plus rapidement au résultat. 
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Le quotient cherché Q est un polynôme de degré infé- 
rieur à P; si donc on a 


P—A,2"+ An E a E À, 
nous pouvons poser 
Q= Br RS a a B 


Bo, B,,..., B,_, désignant des coefficients inconnus que 
nous nous proposons de déterminer. Si nous multiplions 
Q par x — a, nous trouvons 


Q(x — a) = Bm- 2" + (Br: — aBn) am! 
+ (Bn-3 — a Bu) 2"? +...— Ba; 


le reste, que nous désignerons par R, devant être du pre- 
mier degré. Ceci posé, les polynômes P et Q(x—a) +R 
sont identiques; on doit donc avoir 


BB ARR, — 4h, A = R—aR,; 


de là on tire 


Bi An, Bai An aBn R—A,+ ab. 


Ces égalités montrent que le premier terme du quotient 
est égal au premier terme du dividende divisé par x; que 
le coefficient du second terme du quotient s'obtient en 
ajoutant au coefficient du second terme du dividende le 
coefficient du premier terme du quotient multiplié par a; 
et que, en général, le coeflicient d’un terme quelconque 
au quotient se forme du coefficient du terme précédent et 
du terme de mème rang au dividende d'après la mème loi. 
Le reste se forme du dernier terme du dividende en lui 
ajoutant le dernier terme du diviseur multiplié par a. 

Le reste affecte une forme remarquable que nous allons 
faire connaitre. A cet effet, reprenons l'analyse de La- 
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grange développée plus haut; désignons par P’ ce que de- 
vient P quand on change x en x — a. 


On a 
P— P’ = An (z" — a") +.. .+ A, (x — a); 


d'où l’on déduit, en divisant par x — a les deux membres 
de cette égalité, 


P— P 


T—a 


= Ån (2 4 am LE qe H.. .+ a!) 


Ceci posé, ordonnons le second membre par rapport à x; 
multiplions ensuite par x — a les deux membres, et ajou- 
tons P’ de part et d’autre, il vient, en désignant par x un 
nombre entier moindre que m, 


P—(r—a)[An 2" + (An + Aan)" 
+ (Artit Anpa + Any ++ Ant) 27, ] + P'. 


Cette égalité montre que (en vertu de la définition de la 
division) le polynôme entre crochets est le quotient de P 
par x — a et que P’ est le reste. 

Donc : 1° le reste de la division d’un polynôme P entier 
en x par x —a s'obtient en changeant dans ce poly- 
nôme x en a; 


2° Le terme général du quotient, c’est-à-dire le terme 
en x", est 


D (Arr + Anpa + Aus BH... + An at), 


Voici comment d'Alembert établit la première propo- 
sition. Soit R le reste de la division de P par x— a; 
soit Q le quotient; R étant de degré inférieur à (x — a) 
ne contiendra pas x, et l’on anra 


(1) P—(z—a\Q +R. 
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Cette égalité ayant lieu quel que soit x, si Pon y fait 
x= a, on trouve 


PRS 


ainsi le reste R est égal à la valeur de P pour x = a. On 
a objecté à cette démonstration que légalité (1) n’a été 
établie que pour les valeurs de x différentes de a; que, 
par conséquent, on n’a pas le droit d'y faire x = a : en 
effet, la division de deux polynômes ne peut être effectuée 
que si le diviseur n’est pas zéro. On a fait observer que la 
relation (1) ayant lieu quel que soit x différent de a, elle 
a encore lieu pour x = a; car deux quantités variables 
égales ont des limites égales. Mais il restait encore à 
prouver que l’on obtenait la limite de P pour x = a en 
y faisant x =a; en d’autres termes, il restait à établir 
que, æ variant par degrés insensibles, P ne passait pas 
brusquement d’une valeur à une autre; or cette question 
délicate ne sera examinée que beaucoup plus loin. 

Le raisonnement de d’Alembert ne peut donc pas être 
substitué à celui de Lagrange lorsqu'il s'agit d'établir que 
si P’ est nul P est divisible pir z —a. Mais à Pésdrott 
où nous sommes arrivés, s’il s’agit simplement de prouver 
que R = P’, on peut le faire aisément en faisant remar- 
quer que les deux polynômes P et (x — a) Q +R étant 
égaux pour plus de valeurs de x qu'il n’y a d'unités dans 
les degrés de chacun d'eux, ils le sont quel que soit x, et 
par conséquent aussi pour x = a; donc R = P’, 

COUR D. 
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CHAPITRE IV. 


THÉORIE DES RADICAUX ARITHMÉTIQUES. 


I. — Dérinrrions. 


On appelle puissance n°" de A, comme on sait, le 
produit de n facteurs égaux à A. 

On appelle racine n°" de A un nombre qui, élevé à 
la puissance z, reproduit A; cette racine se désigne par 
le symbole ) 

V3. 

Si le nombre A est positif et s’il n'existe pas de nombre 
entier ou fractionnaire dont la puissance n°” soit A, on 
appellera racine n°" de A la limite vers laquelle tendent 
les fractions croissantes dont la n*"* puissance est infé- 
rieure à A, ou décroissantes dont la n°"° puissance est 
supérieure à À. 

D'après ces conventions, tout nombre positif aura une 
racine n°" positive et une seule; de plus, il aura une 
racine négative égale et de signe contraire à sa racine po- 
sitive si n est pair. 

Les racines paires des nombres négatifs n’existent pas; 
enfin les nombres négatifs ont une racine impaire néga- 
tive. 

Ces théorèmes sont trop faciles à démontrer pour qu'il 
soit nécessaire de nous y arrêter plus longtemps. 

On effectue sur les radicaux des opérations qui ont 
beaucoup d’analogie avec celles que l'on effectue sur les 
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fractions ; nous allons les passer successivement en revue. 
Nous supposerons toujours les quantités placées sous les 
radicaux positives; enfin nous ne considérerons que la 


valeur positive des radicaux, en un mot leur valeur 
arithmétique. 


IL. — RÉDUCTION DES RADICAUX AU MÊME INDICE. 


Tutorime I. — Lorsque l’on multiplie par un certain 
nombre l'indice d’un radical, on en extrait la racine 
dont l'indice est égal à ce nombre. 

5 


Considérons le radical 


Va. 
Multiplions son indice par n, il devient 


mn 
ya. 


Or, le produit de mn facteurs égaux à "Ya est égal à a; 
donc le produit de n facteurs égaux à Ya donne un 
nombre qui, pris m fois comme facteur, reproduit a : ce 
nombre est donc Ya. On a donc 


pa n Bu 
mja N Va. 
Taéonime IL. — Lorsque l'on divise l'indice d’un ra- 


dical par un de ses sous-muitiples, il se trouve élevé à 


une puissance dont l’exposant est égal à ce sous-mul- 
tiple. 


Taéonëme IL. — Lorsque l’on élève la quantité placée 
sous un radical à une certaine puissance, le radical se 
trouve élevé à cette puissance. 


En effet, considérons le radical 


Mj 


ya". 
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Si l’on élève ce radical à la puissance m, on trouve a”; 
tandis que Ya élevé à la puissance m ne donne que a. 
Mais le produit de n facteurs égaux à wa élevé à la puis- 
sance m donnera a”; ainsi donc (Ya)" et Ya” sont deux 
nombres (positifs par hypothèse) qui, élevés à la puis- 
sance m, deviennent égaux. Ce sont donc les racines 


mè” d'un mème nombre; ce sont donc deux quantités 
égales; donc enfin 


(Ya) = "Ya. C. Q. F. D. 


Remarque. — Il est bien entendu, comme nous l’avons 

dit en commencant cette théorie, qu’il ne s’agit ici que 
ç »q 

de nombres positifs; ainsi il est bien clair que l’on n’a pas 


2j 2,— 
Vi (Vi) 
si l’on prend les radicaux négativement. 


Taéorëme IV. — Lorsque l’on multiplie l'indice d’un 
radical par un certain nombre et que l’on élève la quan- 
tité placée sous le radical à une puissance dont l'expo- 
sant est marqué par ce nombre, le radical ne change 
pas de valeur. 

De là un moyen de comparer deux radicaux. Pour y 
parvenir, on les réduit au même indice en multipliant 
l'indice de chacun d'eux par l'indice de l’autre et en éle- 
vant la quantité placée sous chaque radical à une puis- 
sance dont l’exposant est égal à l’indice de l’autre radical. 

S'agit-il, par exemple, de trouver le plus grand des 
deux nombres 


Vh V6, 


on réduira les radicaux au même indice, et l’on aura 


YẸ, VE. 
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JII. — MULTIPLICATION ET DIVISION DES RADICAUX. 
Taéorëme I. — On a 


YAX YB = VA.B. 

En effet, élevons le premier membre de cette égalité à 
la puissance m, il faudra faire le produit de m facteurs 
égaux à VA et de m facteurs égaux à YB, on obtiendra 
ainsi AB; donc le premier membre de l'égalité est bien 
égal à la racine m°"° de AB, c'est-à-dire au second. 

Cette démonstration s'applique évidemment à un 
nombre quelconque de facteurs et l’on en déduit ce que 
nous savions déjà 

(V3) = ZS 

Tnatorème I, — On a 

WA: YB—="YA:B. 


En effet, en multipliant ŸA:B par YB, on trouve YA. 

Lorsque l'on veut faire le produit ou le quotient de 
deux radicaux qui n’ont pas le même indice, on com- 
mence par les réduire au même indice, après quoi l'opé- 
ration n'offre plus la moindre difficulté. 


Taéonème IL. — Si l'on a une suite de rapports égaux 


a 
(1) ===...) 
on a encore 
a _Ya+at+a"+... 


b JPE"... 


En effet, des formules (1) on tire 


a" a" a 
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et par suite (p. 38), - 


a æ+ e a ET a NS 

bn bbrp b"e.. 
c'est-à-dire 

g Va +a + a+... 


z = pia C, 0: Fa D. 
b.  Yb+br+ bn... 


IV. — FORMULE DU BINÔME. 


La formule du binóme a pour but de faire connaitre 
le développement de (x + a)” en polynôme ordonné sui- 
vant les puissances de x. Il est bien évident que (x + a)” 
est un polynôme en x du degré z; on peut donc poser 


(1) (+a) =A, PH Arial Ana TH + À, 


Ans Ån—15- + -3 À, étant des coefficients indéterminés. Si 
dans cette formule on change x en z, il vient 


(2 + a)" = Asz+As 2 !+...+ A, 


Si l’on retranche l’une de l'autre ces deux égalités, on 
trouve 
(z+ a) — (z+ a)" 

= An (2 — mt) + Ani La I at) +... + A (e eam a). 


Orona 
(x +a)— (z+ a) =z — z. 


Divisant membre à membre ces deux égalités, on trouve 


(x +a + (z+ a) (x +a)... + (2+ a) 
= Aa (at + sa hea o H!) 
+ Anri (2 a. HR 2) + A 


Cette égalité a lieu en laissant x fixe pour toutes les va- 
leurs possibles de z, excepté peut-être pour z = x; car 
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nos calculs n’offrent aucun sens dans ce cas. Néanmoins, 
comme les deux membres sont deux polynômes entiers 
en z, égaux pour plus de valeurs de z qu’il n’y a d'unités 
dans leurs degrés, ils sont égaux quel que soit z, et en 
particulier pour z = x. Si l'on fait alors z = x, on trouve 


n(æ+aÿ= =nA,;2 + (n—1)An TH... Ai. 


Multiplions les deux membres de cette formule par 
x + a, nous trouvons 


n (z+ a) = nA, + {(r—1)A, + na Ane +.. HA Aa. 


Or, en multipliant par » les deux membres de (1), on 
trouve 


n(x +a)" = nAn 2+ n Ari T +... + nA. 


Or les deux développements que nous trouvons pour 
n (x+ a)" doivent être identiques; on a donc (p. 52) 


nA,=nÀ, nA,=(7—1)A, F Ra Anys 


ou 
pue 
2 


RE 


= A» 7 FR K a Ån dose 


La loi suivant laquelle procèdent ces égalités est évi- 
dente, et quand on connaîtra À,,, on calculera successive- 
ment À,_1, À,_+,..., et l’on aura 


n(n— 1) 


2 
1.2 fn 


A = K aÅn Åna = 


_ n(n—1)(n—2) 


de 1.2.3 de. de 
n(n—1)(n—2)...(n—a+1) , 
Ana = A À: PCT | das 
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Si l’on substitue ces valeurs dans la formule (1), il vient 


(x+a) = A, [=+ Z ax" + etat, Si 


<a ee er su] 
Or Te 


Cette formule devant avoir lieu quel que soit x, on peut 
supposer x = 0; il vient alors 

PA, 
c’est-à-dire À, = 1; d’où l’on conclut finalement 


n nin—1) 
(z+a)}=r+ Cult à PE ARR es 


nin—1)(n—2)...(n—a+1) 
ne Enr" 


RATE LE Han, 
14.352072 


Telle est la formule que nous voulions établir. 


V. — Puissance n°" DUN POLYNÔME, 


Lorsque, dans un polynôme, tous les termes se forment 
d’après une même loi, c’est-à-dire en attribuant dans un 
même terme et à une même lettre les valeurs entières 
successives m, m+1,m+2,...,m, on le représente à 
l’aide d’une notation abrégée qui consiste à placer le 
terme qui sert à former tous les autres après la lettre 


grecque >> au-dessus et au-dessous de laquelle on écrit m 


et m'; ainsi 


n= m' 
> An 
n=m ` 


représentera la quantité 


Am + Ami = Amy -{ .. + Any 
L. 5 
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et on lira somme ou sigma de n =m jusqu'à n = m' 
de a„. La formule du binôme, en faisant usage de la no- 
tation en question, pourra s'écrire 


«=n 


(z+ a) =2"+ 5 posd dnt. ee 1) angre 


On se sert aussi de la notation abrégée 


pour désigner le produit an m41 4,43... Aw} de sorte que 
la formule du binôme peut encore s’écrire 


«=n p= 


(z +a} = + Y Il re GE 


a= =! 


Proposons-nous actuellement de trouver le développe- 
ment de (a + b + c +...)"; dans la formule du binôme, 
le terme général 


n (n — 1) (n — 2). ..(2— a +1) a na 


TE R 


peut s'écrire, en multipliant et en divisant par 
1.2.3... e 


A EA 


CERAR (n — a) 


Si alors nous changeons x en x + b, ce terme deviendra 


EA E p 
12.9: 11e A aa) 


a* (x + b)", 
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c'est-à-dire 


B=n 
RESE 
Bar ns (n — a) 
£=0 
u iassa e) u pÊ „n—a— ê 
"ra ira dde sa i 


En convenant de remplacer 1.2.3... 8 par 1 quand on 
fait Ê = o, cette formule peut encore s'écrire 


B=n 

_1.2,3...7 1 a pB „n—a—h 
E T OIIE T 8)“ it j 
ß=o 


et la quantité écrite sous le signe > représente le terme 


général du développement de (a+ b + x)"; si nous chan- 
geons alors x en x +c, et ainsi de suite, il est facile de 
voir que l’on arrive à la formule générale 


(a+b+c+...+1)" 


(1) a TE N, i CET à 
=>, TERNAR 1.2.3...7 TE P Rki 


: 7 ; 
le signe Ÿ s'étendant à toutes les valeurs de æ, 6, y, .…, à, 


telles que z + Ê + y +. ..+ À= n, en convenant tou- 
jours de remplacer 1.2.3... m par 1 toutes les fois que 
lon a m =o. 


VI. — RACINES DES POLYNÔMES. 


On dit qu’un polynôme entier ordonné par rapport à x 
P = an I" +a al +... +4 


est une puissance m°" parfaite, lorsqu'il existe un 
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olynôme 
P di Q= bix’ + bia... + bo 


entier qui, élevé à la puissance m, reproduit P. 
Proposons-nous de reconnaître si un polynôme est une 
puissance m°"* parfaite, et dans ce cas cherchons sa ra- 
cine. Considérons le polynôme i 
N E e S RNE a, EEE T 
si sa racine m’? existe, désignons-la par 
0a bixi + b;_ a + .. + Où 


Appliquons au polynôme Q la formule que nous avons 
démontrée au paragraphe précédent, nous aurons 


14a.3.:./1m ÁA ; 
URLS Re. SE am, 
ses PORT M PEART ER? 4 


Q= b amig 
ou bien 
Qr = 6 ai + mb CPE a EE ARTE 
En identifiant les polynômes P et Q", on trouve 
b” m E a 4, 
mb°™' bia I = aya at, 


De la première de ces formules on conclut que : 
° . n . » oð 
1° mi =n ou i= pi donc z doit être divisible par m : 
supposons qu'il en soit ainsi; 
2° b; est la racine m°"° de a. 
De la seconde formule on tire 


A U Gent 1 Go 

PR ARS EME 19 
m b m b 

ou 


|l Arai 
bi rs ae b;. 
m an 
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Supposons que l'on ait calculé b; et b;_, ; du polynôme P 
on retranchera (b;x'+ b;_,x'-'}", le reste sera composé 
comme il suit : 
m (bi i+ bi—ı T a i (bi— zia + bi) oo. 


Or, dans cette expression, le terme du degré le plus élevé 
est | 


m b” bi— amits 


en l’égalant au terme du degré le plus élevé dans le ré- 
sultat trouvé directement et que nous désignerons par c, 


on trouve 
c 


bi: — momba 
Connaissant b;_,, on retranchera du polynôme P la quan- 
tité 
pe (b; ai + bi rit + bi gim h 


et l’on continuera ainsi jusqu’à ce que l’on tombe sur un 
reste nul ou sur une soustraction impossible à effectuer. 


VII. — Cas DE LA RACINE CARRÉE, 


Le cas de la racine carrée étant le plus simple, nous 
insisterons davantage sur lui, et d’abord nous ferons ob- 
server que l’on a 


(a+b+c+...+1} 
—= a+ 2ab + 2b0c+...+b4+2bec+...+e+...+ 8, 


Cette formule s'obtient en faisant —2 dans la formule (1), 
p. 25, ou bien encore directement, en observant que 


(a + b} — + 2ab + b’, 
(a+ b+c}—=æ@+2(b+c)a+(b +c} 
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Le carré d’un polynôme se compose donc, comme on 
voit, de la somme des carrés de ses termes et de leurs 
doubles produits. 

Ceci posé, proposons-nous d’extraire la racine carrée 


du polynôme 


P = ar T a, a+ a sa +, + Go 
Si nous désignons par 
Q = bi zi + biz +...+ bo 
la racine, nous trouverons, comme tout à l’heure, 


A 


E 


b= Van b= 


NI 


Nous retrancherons de P la quantité (b; x' ~- b; x=)’, 
nous obtiendrons enfin b;_ comme tout à l'heure; mais 
au lieu de retrancher de P le carré de 


bi tit- bai + bai, 
nous nous contenterons de retrancher du premier reste 
que nous avons obtenu la quantité 


abiri (bizit bai) + D (al); 


et ainsi de suite. Une simplification analogue pourrait 
sans doute être apportée dans le calcul de la racine m°"*, 
mais les calculs exigeraient une grande attention de la 
part de celui qui se livrerait à ce genre de spéculations. 


VIIL. — Remarques. 


Nous avons supposé que les polynômes dont nous 
cherchions les racines étaient ordonnés par rapport aux 
puissances décroissantes d’une mème lettre; l'hypothèse 
contraire aurait pu être adoptée : elle conduit à cette 
conclusion : 
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L’exposant du terme du degré le moins élevé d’une 
puissance n°" exacte doit être zéro, n ou un multiple 
de n. 

Il est souvent avantageux de modifier la marche que 
nous avons suivie ainsi qu'il suit : 

On développe l'expression Q” par la formule (1) de la 
p. 67; on identifie ensuite le polynôme P avec le déve- 
loppement de Q”. On a ainsi n égalités qui permettent, 
à l’aide de procédés que nous étudierons plus loin, de 
déterminer b,, b,,..., bi 

APPLICATION. — Trouver la condition pour que 


a+ bx +c—=P?P 


soit un carré parfait. 
L'expression précédente ne peut être que le carré d’un 
polynôme du premier degré. Posons alors 


ax? + br+c—{(mx+n), 
ou bien 
ax? + bz + ce = m’? + 2mnz + n°; 


on en déduit 
a= mm, "0 = aa ea 


De ces formules on tire sans difficulté 
b? = kac. 


Cette relation est donc nécessaire pour que le polynôme P 
soit un carré parfait : elle est suffisante. En effet, alors 
ona 

P — az’+ 2 Vacs +c, 


P= (Va) x +2 ya yc £+ (ve), 
P—(ÿazr+ Ve). 


ou 


ou 
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EXERCICES. 
Vérifier les formules 
i; (a+ b) (2+ d?) = (ac + bd) + (be — ad} 
= (ac — bd} + (be + ad). 
(LéONARD DE PISE.) 
2. 
(@ b + d’) (a+ b + d’) = (aa! + bb! + ce! + dd'} 
+ (ab! — ba! + cd'— de! } 
+ (ac! — bd'+ ca'— db'\ 
+ (ad'+ be! — cb'+ da'}. 
(EuLen.) 


3 (p°— ag — br’ + abs?) (p° — aq” — br? + abs”) 
= (pp'+ aqq'Æ brr' + abss'} 
— a(pq + p'q + ars + ar's) 
— b{pr'— ags + rp'+ asq'Ÿ 
+ ab (gr'— ps + p's + rq'}. 
( LAGRANGE.) 
4. 


(- ptet pJ-a+t+e+d)+(s +: BU pJe-b+e+a) 


1 I + 
+ (+7-1+5) (e+b—e+d)+( +ÿ+ Ep) u+b+e—d) = 10. 


8. a+ b 2 ab. 


6. d+ à! +a"... HA 0, pour z pair. 


had E E n désignant le nombre des quantités a, 


b,..., Z est ce que l'on appelle la moyenne arithmétique de ces 
quantités; elle est comprise entre la plus grande et la plus petite 
d’entre elles. 


7: 


Vabe... 1 est leur moyenne géométrique; elle est aussi comprise 
entre la plus grande et la plus petite d’entre elles. 
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CHAPITRE V. 


ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 


I. — PRINCIPES GÉNÉRAUX. 


Lorsque, dans une égalité, les deux membres sont égaux, 
quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres, cette 
égalité porte le nom d'identité; telles sont, par exemple, 
les égalités 

(a + b)(a — b) = a — b, 


(z =a} = zx — 2ax + a. 


Lorsque, au contraire, l'égalité n’a lieu que pour cer- 
taines valeurs des lettres qu'il s’agit de déterminer, elle 
porte le nom d'équation; les valeurs des lettres qui 
rendent les deux membres réellement égaux portent le 
nom de racines de l'équation. Quoi qu'il en soit, on con- 
fond souvent dans le langage les mots égalité, équation; 
au fond cela n’a pas grand inconvénient. 


Taéonime I. — On ne change pas les racines d’une 
équation en ajoutant une méme quantité aux deux 
membres. 


En effet, considérons l'équation 
(1) Ec B: 


Soient x, y, z,... les inconnues, ou si l’on veut les 
lettres dont on doit déterminer la valeur pour rendre A 
réellement égal à B; il est bien évident que les systèmes 
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de valeurs de x, y, z,..., qui rendent A égal à B, ren- 
dront encore À + m égal à B+ m; que réciproquement 
les systèmes de valeurs qui rendent À + m égal à B + m 
rendront encore A égal à B: en d'autres termes, l'équa- 
tion considérée a mêmes racines que 


(2) Akm—=B+m. 


Cette règle comporte une exception : si la quantité m 
cessait d’être définie algébriquement pour des valeurs de 
£, Y, Z,... qui rendent À égal à B, l'équation (2) pour- 
rait ne plus admettre les racines de l'équation (1). 

ConozLaine, — Le signe de m ayant été supposé quel- 
conque, on peut dire que l’on ne change pas les racines 
d’une équation en retranchant une même quantité aux 
deux membres. 


Tuéonkme IL — On n'altère pas les racines d’une 
équation en multipliant ses deux membres par une même 
quantité ne contenant pas les inconnues. 


En effet, considérons l'équation 
Rp; 


si l'on multiplie par m les deux membres de cette égalité, 
il est bien clair que si pour un système quelconque de 
valeurs des inconnues on a A = B, on aura encore 
A m= Bm; et réciproquement, si l’on a Am = Bm, on 
aura pour les mêmes valeurs des inconnues À = B. Il y 
a cependant un cas d'exception : si, en effet, A était dif- 
férent de B, on pourrait avoir Am égal à Bm si m pou- 
vait passer par zéro; or il n'y aura rien à craindre à cet 
égard si m ne contient pas les inconnues et si l'on ne 
choisit pas le facteur m égal à zéro, ce qui n’aurait aucun 
but raisonnable. 

Nous allons montrer sur un exemple que, en multi- 
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pliant par un même facteur les deux membres d’une équa- 
tion, on peut introduire de nouvelles racines. L’équation 


T=I 


admet évidemment la racine ı et la racine 1 seulement. 
En multipliant par x — 2 les deux membres, on a 


AOTER E N 


et il est facile de voir que la nouvelle équation admet la 
racine x = 2, cela tient à ce que le facteur x — 2 passe 
par zéro pour x = 2. En général, quand on multiplie 
par m les deux membres d’une équation, on introduit 
dans cette équation les solutions de l'équation m = 0. 

En effet, les systèmes de valeurs des inconnues x, y, 
Z,... qui rendent Am égal à Bm, rendront A égal à B 
ou m égal à zéro; donc ils appartiennent à l’une des deux 
équations 

AR EA 


Si cependant, en supposant m =0, À et B cessaient d’être 
algébriquement définis, il est clair que Am = Bm n’en- 
trainerait pas m = o, car on ne pourrait pas dire que Am 
et Bm sont nuls si A et B n'existaient pas. Pour me faire 
comprendre, je choisis un exemple : l'équation 


= 41 

Da 

admet la racine x = 1 et n'admet évidemment que celle- 
Ae k 1 ARTIT 

là, puisque pour xžı onaz $1. Multiplions par x les 

deux membres de cette équation, nous n’introduisons pas 


. I , 
pour cela la racine x = 0, parce que = n'existe plus, en 


un mot n’est plus défini en supposant le diviseur x égal à 


http://rcin.org.pl 


76 TRAITÉ D ALGEBRE. 


zéro, et effectivement l'équation en question devient 
I=2 


quand on multiplie par x ses deux membres. 
De mème l'équation A = B pourrait être satisfaite pour 
certaines valeurs de x, y, Z,..., sans que 


Am = Bm 


püt ètre satisfaite pour les mêmes valeurs de x, y,...; 
car m pourrait n'être plus défini pour les valeurs de x, 
Js Zye., qui rendent À égal à B. 

En résumé, quand on multiplie les deux membres 
d’une équation par une même quantité, on ne change pas 
les racines si cette quantité est indépendante des incon- 
nues; si au contraire le multiplicateur en question con- 
tient les inconnues, il peut se faire que l’on change les 
racines, que l'on en introduise de nouvelles, ou enfin que 
l'on en supprime. 

Taéonime I. — On peut diviser par une méme quan- 
tité les deux membres d'une équation sans changer les 
racines, pourvu que cette quantité ne contienne pas les 
inconnues. 

Ce théorème au fond revient au précédent et donne 
lieu aux mêmes remarques, si l’on observe que multiplier 


1 Le . » . 
par — et diviser par m sont deux opérations équivalentes. 
m 


Tutorème IV. — Lorsque deux équations'admettent 
les mémes racines, l'équation que l'on obtient en les 
ajoutant ou en les retranchant membre à membre peut 
remplacer lune quelconque d’entre elles. 


En effet, considérons les deux équations en x, y, z,.…., 
(1) A=B, 
(2) CD 
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les systèmes de valeurs de x, y, z,..., qui rendent à la 
fois A égal à B et C égal à D, rendent A +C égal à B+D, 
et réciproquement les systèmes qui satisfont à l'équation 


(3) A+C=B+D, 


et à l'une quelconque des équations (1) ou (2), satisfont à 
l’autre. 


Remarques. — On peut évidemment aussi remplacer 
un système de z équations par n — 1 d’entre elles, et celle 
que l’on obtient par l'addition des autres effectuée membre 
à membre; il est bien évident aussi que la différence ef- 
fectuée membre à membre de deux équations peut rem- 
placer l’une quelconque d’entre elles, ete. 


Taéonime V. — En général, on ne change pas les 
racines d’un système d'équations quand on remplace 
l’une d'elles par celle que l’on obtient en les multipliant 
membre à membre. 

Il est bien évident, en effet, que si un certain système 
de valeurs des inconnues x, y, z,... rend identiques les 


équations 
AR GED ER SS 


le même système de valeurs rendra identique l'équation 
RÉCOPCETS BCD EST 
et réciproquement, de cette équation combinée avec 
CD; ESF... 


on déduira A = B. Mais cette règle est soumise à des 
exceptions; ainsi, par exemple, l'équation 
AC — BD, 
jointe à l'équation 
AB; 
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entraîne non-seulement l'équation 


C—=D, 
mais encore, si À et D peuvent passer par zéro, l'équation 
| A=D. 
C’est ainsi que les équations 

T—Y=0, T+Yy—=2, 
qui n'admettent évidemment que la solution x = y = 1, 
multipliées membre à membre, fournissent l'équation 
æ'— ÿ} = 0, 

qui, combinée avec x — y = 0, ne peut pas remplacer 


T+y—=0; 
car le système 


“—y =0, z—y—=0 


admet une infinité de solutions, à savoir toutes les valeurs 
possibles pour æ, à condition que les valeurs correspon- 
dantes de y auront une valeur absolue égale à celle de x. 
Nous ne pousserons pas plus loin la théorie des transfor- 
mations que l’on peut faire subir aux équations; l'usage 
en fera connaître d’autres soumises en général aux mêmes 
restrictions que celles dont nous venons de parler. 


Il. — USAGE DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. 


Résoudre une équation ou un système d'équations, 
c’est chercher leurs racines. 
Lorsqu'une équation est de la forme 


P—Q, 


P et Q désignant des polynômes entiers de degré m par 
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rapport aux inconnues, on dit qu’elle est du degré m. 
Lorsque l’un des polynômes P, Q est de degré inférieur 
à m, l'autre restant du degré m, on dit encore que l’équa- 
tion est du degré m. 

Pour résoudre une équation ou un système d'équations, 
on commence en général par effectuer les opérations 
indiquées : on ramène de cette façon les deux membres à 
être aussi simples que possible; on chasse ensuite les 
dénominateurs, ce qui se fait en multipliant les deux 
membres de chaque équation par le produit des dénomi- 
nateurs qui entrent dans ses deux membres, 

Il peut se faire ainsi que l’on altère les racines : il 
faudra discuter les résultats afin d'étudier l’effet produit 
sur le système que l’on cherche à résoudre. On fait en- 
suite passer les termes qui contiennent les inconnues dans 
un même membre et les termes indépendants des incon- 
nues dans l’autre; on fait passer un terme d’un membre 
d'une équation dans un autre en changeant son signe. 
Cette opération revient, en effet, à retrancher aux deux 
membres de l’équation une même quantité égale au terme 
en question; enfin, s’il y a lieu, on réduit les termes 
semblables. 

La règle que nous venons de donner est une règle gé- 
nérale et qui bien entendu n’a rien d'absolu. Nous avons 
dit que pour chasser les dénominateurs d’une équation il 
fallait multiplier les deux membres par le produit des 
dénominateurs ; il suflit d’en multiplier les deux membres 
par le plus petit multiple des dénominateurs dans les- 
quels chaque lettre sera considérée comme représentant 
un facteur premier. 

Quelquefois on conserve à dessein dans une équation 
certains dénominateurs ; mais on peut en faire disparaitre 
d'autres. Pour faire disparaitre un dénominateur, il 
sufit évidemment de multiplier les deux membres de 
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l'équation par ce dénominateur, ce qui se fait en multi- 
pliant par le dénominateur en question tous les termes 
qui ne le contiennent pas et en l’effaçant dans les termes 
qui le contiennent. 

Pour donner une application des principes précédents, 
nous nous proposerons de résoudre l'équation 


T 


6x — 7 


ER Bas) G 


Chassons les dénominateurs en multipliant par 6 et par 
xæ+-1,il vient 


6x +18xz(x+i)—=24{(x—1)(z+1)—(6x— 7) (x +1). 


En multipliant par x +1, nous avons pu introduire la 


solution x = — 1 de l'équation 
T+I—0O. 
Mais pour x = —1 le premier membre de l'équation 


proposée n'est plus défini, car il contient le terme 
v 


T 1 . 
ou FTH en sorte qu il peut se faire que nous n'ayons pas 


introduit de nouvelle solution : la suite nous l’apprendra. 
Si nous effectuons les produits indiqués, il vient 


réduisons les termes semblables, nous aurons 
182? + 24x = 182? + r — 17. 


Si nous faisons passer dans le premier membre les termes 
qui contiennent l’inconnue, il vient 


23x = —17, 
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et en divisant par 23 les deux membres, on a 


nous ne retrouvons pas la solution x == — 1; on en con- 
17 
23 
l’on peut du reste vérifier directement. 

Nous allons voir maintenant comment on simplifie, à 
l'aide d'artifices de calcul, la règle générale que nous 
avons donnée. Proposons-nous de résoudre l'équation 


clut que x = — -? satisfait à l'équation proposée, ce que 


z+i _x+7 
MEN NE 73 


S'il y a égalité entre les deux membres de cette équa- 
tion pour une certaine valeur de x, nous pourrons de 
chaque numérateur retrancher son déuominateur, diviser 
les numérateurs par les résultats, et il y aura encore 
égalité pour la mème valeur de x (voir p. 39). Il vient 
ainsi 


eten multipliant par 4 les deux membres de cette égalité, 
22+2=T+ VE 


Faisons passer les termes en x dans le premier membre, 
les termes connus dans le second, il vient 


2æ2—xr—=7—2 où E 


ce qu'il est facile de vérifier. 
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JII. — Des ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
A UNE INCONNUE. 


Toute équation du premier degré à une inconnue peut 
être ramenée à la forme 


(1) Apc; 


A et B étant deux quantités indépendantes de x, pour 
cela il suffit de faire passer dans le premier membre les 
termes qui contiennent l'inconnue, et dans le second ceux 
qui ne la contiennent pas. 

On résout immédiatement l'équation (1) en divisant les 
deux membres par À, ce qui donne 


et l'équation (1) n’a pas d'autre solution. 

On peut donc dire que toute équation du premier degré 
à une inconnue a toujours une solution et une seule. 

Si B était égal à zéro, il est clair que l’on aurait x = o. 
Quelques auteurs examinent le cas où À = o, mais alors 
dans l'équation x n'existe plus, l'équation n’est plus du 
premier degré; elle se réduit à une égalité absurde o = B, 
ou à une identité si l’on a B = o. On peut être conduit 
à de semblables résultats en cherchant à résoudre cer- 
taines équations absurdes ou certaines identités que l'on 
pose comme équations. 

Par exemple, quel que soit x, nous avons vu que l'on 
avait 

(z+ p= 2 + 2x +1; 
si l'on regarde actuellement cette identité comme une 
équation, on trouve 


a+H2r+iI=t+2x +1, 
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ou, faisant passer les termes inconnus dans le premier 
membre, les termes connus dans le second, 


OXæ+0oXzr—0o, 


ce qui est une identité. Cela tient à ce que l'on est parti 
d’une identité, ou si l’on veut d’une équation satisfaite 
quel que soit æ; si au contraire on avait posé 


(2) (æ+1)} = 2x + 2x, 
on aurait trouvé 
OXL+H-OKT——1, 


résultat absurde et qui prouve que l'équation (2) n'a pas 
de racines. Et, en effet, comme (x +1) est égal à 
x’ + 2x +1, il est impossible qu'il soit égal à x°+ 2x, 
c'est-à-dire au même nombre diminué de 1. 

Si l’on écarte donc le cas où A = 0, c’est-à-dire où 
l'équation (1) n’est pas une équation, on peut dire que 
toute équation du premier degré à une inconnue admet 
une racine et une seule. 


IV. — Des ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ À PLUSIEURS 
INCONNUES. 


Une seule équation à plusieurs inconnues suffit très- 
rarement à la détermination de ces inconnues. En effet, 
si l’on donne à toutes les inconnues sauf une des valeurs 
arbitraires, on peut en général résoudre par rapport à 
l’inconnue restante l'équation en question; ce qui montre 
que l’on peut ainsi trouver autant de solutions que l’on 
veut. 

Bien qu'il n’en soit pas toujours ainsi, nous verrons 
qu'un système de z équations du premier degré à n in- 

6. 
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connues admet ordinairement une solution et une seule. 
Toutes les fois qu'il n’en admet pas, on dit que le système 
est incompatible; toutes les fois qu'il en admet deux ou 
plus, on dit qu’il est indéterminé. 

Puisqu’un système de n équations à n inconnues admet 
ordinairement une solution, un système de n — 1 équa- 
tions, ou moins, à z inconnues, doit être insuffisant, 
puisque l’on peut choisir au moins une inconnue arbi- 
trairement, et qu'il reste alors assez d'équations pour 
trouver les valeurs des inconnues restantes. 

De même, un système de n + 1 équations, ou plus, à 
n inconnues, ne peut pas en général être résolu; car 7 
quelconques d'entre elles admettant une solution et une 
seule, cette solution ne conviendra pas toujours à un 
autre système formé de nz des équations données. 

Lorsqu'un système d'équations du premier degré admet 
deux solutions, il en admet une infinité, et c’est ce qui 
fait dire.qu'il est indéterminé. 

En ellet, considérons par exemple le système à deux 
inconnues 


az + by=ec, ax+b'r = c; 


supposons-le satisfait pour x = %, y =f et pour x — 4", 
y = ß'; supposons z différent de z’, 5 pouvant être égal 
à p’ ou différent : on aura, par hypothèse, 


aa + bB=c, ax +bp =c. 


Si Pon multiplie la première de ces deux équations par 4, 
la seconde par 1 — k, et si l'on ajoute, on trouve 


afk(a—)+a]+0[4(8—68)+8]=c; 
on aurait de mème 


a'[k(a— a) a) + bk p) +R], 
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ce qui prouve que x =k (z —a') + #', y= k(B— E') +E 
est encore une solution du système proposé, et comme 4 
est arbitraire, on voit que x peut prendre une infinité de 
valeurs différentes, £ peut être égal à 6’, et dans ce cas 
y a une valeur unique; mais cette valeur, combinée avec 
les valeurs de x, n’en constitue pas moins autant de so- 
lutions différentes. 

Éliminer une inconnue entre plusieurs équations, c’est 
remplacer ces équations par d’autres qui ne contiennent 
plus cette inconnue, et qui cependant admettent les 
mêmes solutions pour les inconnues restantes. Nous al- 
lons exposer diverses méthodes d'élimination. 

1° Élimination par substitution. — L'élimination par 
substitution consiste à résoudre l’une des équations par 
rapport à l’une des inconnues et à porter la valeur trou- 
vée dans les autres équations, qui alors ne contiennent 
plus cette inconnue. Voici un exemple de cette méthode. 
Considérons les équations 


(1) 3x + 8y = 25, 


(2) 127 — 97 — 22. 


Tirons de (1) la valeur de x, en supposant y connu, il 
vient 
25 — 8y 


(3) E ape 3 


’ 

et l'équation (3), en vertu des principes exposés (p. 73). 
peut remplacer l'équation (1). Si alors on remplace x par 
25 — 8y 

3 

ne contient plus y et qui peut remplacer l'équation (2) 
ou l'équation (3), c’est-à-dire l'équation (1). En effet, 
remplacer x dans l'équation (2) par sa valeur tirée de 
l'équation (3) revient à écrire l'équation (3) d’abord sous 


dans l'équation (2), on trouve une équation qui 
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la forme 


25— 8y _ 
ri 


0, 


puis à multiplier par 12 ses deux membres et à la re- 
trancher de l'équation (2). La méthode de substitution 
n’altère donc pas les racines et peut ètre employée dans 
tous les cas; le calcul s’achève facilement et l’équation (2) 
devient, après la substitution de la valeur de x tirée de 
l'équation (3), 


5 — 8 
(4) 12 I — jy =22; 


d’où l’on tire, en résolvant cette équation à une inconnue 


par rapport à y, 
(5) YF = 2. 


L'équation (5), qui admet les mêmes racines que l’équa- 
tion (4), peut remplacer les équations (1) ou (2); si alors 
on porte la valeur obtenue pour y dans l’une de ces équa- 
tions, on élimine y et l’on trouve une équation à une 
inconnue en x qui permet de calculer la valeur de cette 
inconnue. Si l’on fait y = 2 dans l'équation (1), on trouve 


3x + 16 — 25, 


PE ep 


Remarque. — La méthode que nous venons d'employer 
s'applique à un nombre quelconque d'équations et réduit 
le système total des équations à un nombre moindre d’une 
unité et ayant une inconnue de moins. On peut alors 
procéder sur le nouveau système comme sur le premier 
et faire disparaitre une inconnue et une équation; on 
arrive alors finalement à une seule équation contenant 
une seule inconnue, si le nombre des équations est égal à 
celui des inconnues, et l’on peut en tirer la valeur de 
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cette inconnue. Si le nombre des équations est supérieur 
à celui des inconnues, on a plusieurs équations contenant 
une même inconnue; ces équations ne fournissent pas en 
général la même valeur pour cette inconnue, et l’on con- 
çoit que le système d'équations est surabondant. Si au 
contraire le nombre des inconnues est supérieur à celui 
des équations, on tombe sur une équation à plusieurs in- 
connues, et l’on voit que l’on peut choisir arbitrairement 
l’une d'elles : le système a une infinité de solutions. 

Ce raisonnement est très-vague, en ce sens qu'il sup- 
pose que les équations à une inconnue que l’on est censé 
résoudre ont une solution bien déterminée; aussi verrons- 
nous les conclusions précédentes, qui tendent à établir 
qu’un système de z équations doit contenir z inconnues, 
tomber en défaut. 

2° Élimination par addition. — Cette méthode con- 
siste à multiplier par des facteurs convenables deux des 
équations à résoudre, de telle sorte que les coefficients de 
la mème inconnue soient égaux. S'ils sont de mème signe, 
on retranche les équations membre à membre; s'ils sont 
de signes contraires, on ajoute ces équations, et l'on fait 
ainsi évidemment disparaître une inconnue. L’équation 
à laquelle on arrive peut, en vertu des principes démon- 
trés plus haut (p. 73), remplacer l’une quelconque des 
équations qui lui ont donné naissance., 

Reprenons les équations de tout à l’heure 


(1) 3x + 8y = 25, 
(2) 127 — 9ÿ == 22, 
Pour donner des valeurs égales aux coefficients de x, on 
peut multiplier la première équation par le coefficient 


de x dans la seconde, et vice vers&. Mais il est plus simple 
de multiplier par 4 les deux membres de l'équation (1); 
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en retranchant alors membre à membre, on trouve 


397 = 78, 


J= 2: 


3° Élimination par comparaison. — Cette méthode 
peu usitée revient au fond à la précédente; elle consiste à 
égaler les valeurs d'une mème inconnue tirée de deux 
équations différentes. 

4° Élimination par la méthode des multiplicateurs. — 
Cette méthode, attribuée à Bezout, consiste à multiplier 
les équations par des facteurs tels, qu’en les ajoutant 
toutes les inconnues disparaissent à l'exception d'une 
seule. 


Considérons d’abord les équations 


(1) ar + by =c, 
(2) adx + by=c. 


Multiplions la seconde équation par À, ajoutons avec la 
première, il vient 


(a + a'})x +(b + br =c+e). 
Déterminons maintenant À par la condition 
a+aæ1=0, d'où  }=— Sg 
a 


l'équation (3) devient 


ab' ac! 
(0-5) T =0m RS 


d'où l’on tire 
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En posant dans l'équation (3) 


b+bi—=o, ou = — 


on aurait trouvé 
cb! — be 


Den 
ab! — ba’ 


Considérons en second lieu les équations 


(1) ax + by +cz =d, 
(2) ax + by +ez= d', 
(3) az + by + cz = d". 


Multiplions la seconde par le facteur indéterminé À, la 
troisième par À’, et ajoutons, il vient 


(4) (a+ a} + a" Xjes (b+ bht L'X)r+(c+c+c)) 
=d+d!\+d"). 
Profitons de l’indétermination de À et } et posons 
(5) b+bA+EV— 0, 
(6) c+ci+ceV—=o. 
Multiplions l'équation (6) par et ajoutons avec l’équa- 
tion (5), il vient 
(7) bcp (b'c) + (b+ hu) Y =o. 
Posons enfin 
b' 


b'+cu—o, ou u———) 


1 


l'équation (7) donne 


A SR (#34) X= 0; 
d’où 
AP cb! — be! 


= Å- 
et" = T 
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Si l’on se reporte aux équations (5) et (6), on voit que 
pour en déduire À quand on connaît }’, il suffit de changer, 
dans la formule qui donne À, b’ en b”, b" en b’, c'en o" 
et c” en c'; car quand on opère ce changement dans les 
équations (5) et (6), il est bien clair que la valeur de X 
qui satisfait est l’ancienne valeur de À, et vice versä. On 


a donc 
cb" — be" 


ZE TI 


Si l’on porte alors dans l'équation (4) les valeurs que 
nous venons de trouver pour À et X, il vient, en vertu des 
équations (4) et (5), 
, cb” — be” n <d'— bc! \ 
(a+a bre tI cube)" 
cb" — be’ „ cb’ — bc! 


Re ET T E A 


d'où lon tire, en ordonnant par rapport aux accents, 


db'e"— de’ b" + cd' b" — bd' c + cb! d" — be'd" 


T ahb” adb" eal b" Bale" + cb a" — bda" 
Pour déduire de cette formule la valeur de y, il sufit de 
changer a en b, b en c et c en a. En effet, par ce change- 
ment, les équations (1), (2), (3) fourniront pour. y la 
valeur qu'elles fournissaient avant pour x, et pour z la 
valeur qu’elles fournissaient pour y. Enfin on pourrait 
aussi se contenter de changer a en b et b en a. 

Ce qui est remarquable, c’est que par ces changements 
le dénominateur de la valeur de x ne change pas, en sorte 
que les trois inconnues ont le même dénominateur. Le 
numérateur d’une inconnue ne diffère du dénominateur 
que par le changement en d de la lettre qui sert de coeffi- 
cient à cette inconnue dans les équations (1), (2), (3); 
nous généraliserons plus loin ces résultats. 
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V. — DiscussioN DES CAS QUI PEUVENT SE PRÉSENTER 
DANS LA RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME DE DEUX ÉQUATIONS 
A DEUX INCONNUES. 


Reprenons les équations dont il a déjà été question, 


(1) az + by =c, 
(2) ax + by = ec. 


Ces équations renferment toutes les équations numé- 
riques à deux inconnues et du premier degré que l’on 
pourrait se proposer de résoudre; il suffit pour cela d’at- 
tribuer à a, b, a!, b', c et c' des valeurs convenables, 
nulles au besoin. Ù 

Multiplions par %' la première équation et par b la se- 
conde; en retranchant alors membre à membre, il vient 


(3) (ab! — ba!) x = cb! — be’. 
Jusqu'ici nous avons implicitement supposé que b et b' 


n'étaient pas nuls à la fois; sans quoi nous aurions fait 
une opération illusoire conduisant à l'identité 


0 = 0. 


Nous allons supposer ab'— ba’ différent de zéro, et alors 
l'équation (3) donnera 
(4) cb' — bc’ 


PE ea 
ab' — ba' 


On trouverait de même, en supposant que a et a' ne 
sont pas nuls à la fois, 


ac! — ca’ 
(5) = ab — ba 


Ces formules montrent que si ab' — ba! est différent de 
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zéro, le système des équations (1) et (2) admet toujours 
une solution et une seule; car les hypothèses que nous 
avons faites, que a et a’ ne sont pas nuls à la fois ou que b 
et b’ ne sont pas nuls à la fois, rentrent dans celle-ci 


ab! — ba'Zo. 
Supposons actuellement 
(6) ab! — ba! = 0, 


et toutes les quantités a, a’, b, b', c, c' différentes de 
zéro; alors les valeurs de x et de y se présentent en gé- 
néral sous la forme 

m 


Si l’on remonte à l'équation (3), qui a fourni cette va- 
leur de x, on voit que cette équation se réduit à une ab- 
surdité, puisque son premier membre est nul et que le 
second ne l’est pas en général. Les équations (1) et (2) 
conduisant par des calculs légitimes à une absurdité sont 
incompatibles; c'est du reste ce qu'il est facile d'établir 
directement. 

1° Nous supposerons le numérateur de la valeur de x, 
c'est-à-dire le second membre de la formule (3), diffé- 
rent de zéro; nous aurons alors 


(7) cb! — be'Zo 


Mais de la formule (6) on tire 


(8) Ft 
et de la formule (7), 

b 
(9) EPA 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE V. 93 


et, par conséquent, de ces deux dernières formules, 


(10) — 2 =) 


ou 


Cette quantité est précisément le numérateur de la valeur 


5 Ñ p ETEA hs 
de y qui va se présenter aussi sous la forme a Si lon dé- 


: a b 
signe alors par p la valeur commune des rapports => zp? 
on tirera de la formule (8) 

ap, Epb 


et de la formule (9) 


< , 
espe. 


En portant dans l'équation (1) les valeurs que nous ve- 
nons de trouver pour a et b, on trouve 


pa!z + pb'y=cs pe. 
Mais l'équation (2) multipliée par p donne 
pa'z + pb y = pe. 


On voit done que les équations (1) et (2) impliquent des 
conditions contradictoires puisqu'elles exigent que la 
mème quantité soit à la fois égale et différente de pc”. 

2° Il pourrait arriver que le numérateur de la valeur 
de x fût égal à zéro; l'équation (3) ne présenterait plus 
rien d’absurde, au contraire elle se réduirait à l'identité 


0 — 0. 


OA ; x 
La valeur de x prend la forme si il est facile de voir que 


dans ce cas les équations (1) et (2) rentrent l’une dans 
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l'autre et que les valeurs de x et de y sont indéterminées ; 
nous supposerons toujours les coefficients a, b, c, a’, b’, 
c' différents de zéro, et la relation 


(6) ab! — ba = 0 
fournira comme plus haut 


a b 
(8) =y 


Si nous supposons actuellement le numérateur de la va- 
leur de x nul, ou 


(11) cb' — bc = 0, 
il vient 

ORE. 
(9 “Ant À 


et, en vertu de l'équation (8), 


a SE 
a €? 
ou bien 

ac! — ca! = 0, 


et l'on voit que le numérateur de la valeur de y est éga- 
lement nul. Si l’on désigne par p la valeur commune des 


E aT T LD à r 
rapports =» 37» =» les équations (11) et (12) donnent 


t 


g= pa, bp eE 


Si l’on porte ces valeurs de a, b, c dans l'équation (1), on 
trouve 

pa'z + pb'y = pe’, 
équation que l’on déduit en multipliant par p l’équa- 
tion (2). On voit qu’en réalité on n’a qu’une seule équa- 
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tion entre x et y, ce qui est insuffisant pour déterminer 
ces inconnues, puisqu'alors on peut choisir l’une d'elles 
arbitrairement. 

Il reste maintenant à examiner les cas où quelques 
coefficients des équations (1) et (2) seraient nuls; mais 
auparavant, observons que les formules (4) et (5), qui 
font connaître x et y, satisfont aux équations (1) et (2) 
toutes les fois que ab'— ba’ n’est pas nul. Nous suppo- 
serons donc 


(6) ab! — ba! — 0. 


1° Si aucun des coefficients a, b, a', b' n’est nul, on 
tire de cette équation, comme nous avons vu plus haut, 


a—pa, b—=pbl, 
et, si c seul est nul, on voit que les équations (1) et (2) 
sont incompatibles, et les inconnues se présentent sous la 
m . 4 . 

forme =- Si € et c’ sont nuls tous deux, les équations (1) 
et (2) rentrent l’une dans l’autre, et les inconnues se pré- 

o 

sentent sous la forme k 
2° Supposons 4 = 0, alors l'équation (6) montre que 
a! ou b, doit être nul; si a’ est nul, on n’a plus, à pro- 
prement parler, deux inconnues dans les équations (1) 
et (2) qui ne peuvent déterminer x et qui sont surabon- 
dantes pour déterminer y, à moins que ces deux équations 


ne soient une conséquence l’une de l’autre. Dans ce cas, 
les formules (4) et (5) donnent des résultats de la forme 


m o 
gz = —) = = 
o Y o 


Dans le cas où cb'— bc’ = 0, x se présente aussi sous la 


o 
forme zi Cependant, dans ce cas, la valeur de y est par- 
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‘ sit write p c 
faitement déterminée, puisque = est égal à z 


A les équa- 


tions (1) et (2) rentrent lune dans l’autre et sont à une 
seule inconnue. La formule illusoire 


à laquelle on arrive, tient à ce que l'équation (5) a été 
obtenue en multipliant par a’ et a les équations (1) et (2). 
Or a et a' sont nuls; on a donc fait des calculs illusoires. 

Si l’on supposait b = o avec a = o, l'équation (1) se 
réduirait à l'absurdité c = o, à moins que c ne fût natu- 
rellement nul. Lorsque c est différent de zéro, les équa- 
tions (4) et (5) donnent 


m m 
t= —, J= —; 
o o 


3° Supposons a = o avec a' = o et b' = o. Dans ce cas, 
les équations (1) et (2) se réduisent à une absurdité, à 


` 


moins que c’ = 0, ct à une équation à une inconnue 
brie: 
Les formules (4) et (5) donnent dans ce cas 


m 


| g Pour ezo, c20, 
vez 
1° 
— pour « — o où c— 0 
i , 
o 
y= = 
o 


4° Si l'on a a = 0, a' = 0, b = 0, b' = o, les équa- 
tions (1) et (2) sont absurdes ou illusoires et les for- 
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mules (4) et (5) donnent 


De cette discussion résulte que si l’on a réellement deux 
équations à deux inconnues ne présentant rien de con- 
tradictoire et ne rentrant pas l’une dans l’autre, les for- 
mules (4) et (5) pourront servir à résoudre le système (1) 
et (2). Nous avons, en eflet, examiné tous les cas pos- 
sibles, à savoir : 
1° Aucun des coefficients a, b, a', b' 
n’est nul. 
2° Un coefficient d’inconnue nul com- 
prenant l’un des deux suivants : 
a. Deux coefficients appartenant à la même 
D LS. inconnue nuls. 
b. Deux coefficients n'appartenant pas à la 
même inconnue nuls, 
3° Trois coefficients nuls. 
4° Quatre coefficients nuls. 


J. ab'— ba! 2 0. 


Dans chacun de ces cas, nous avons supposé c et c’ nuls 
ou différents de zéro, et toujours la condition ab'— ba =0 
nous a conduit à aflirmer que les équations (1) et (2) 
étaient incompatibles ou insuffisantes. 


VI. — Des DÉTERMINANTS. 


Lorsque l'on a un système de n° quantités rangées 
comme il suit : 


Ay b,, Ci, , l 
Az) b;, Ciye; À 
(1) CS PE A PA i 


Mis is es" 


on appelle lignes les rangées horizontales, colonnes les 
I. 7 
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rangées verticales; les quantités qui forment ces rangées 
portent le nom d'éléments. 

Deux éléments qui n’appartiennent ni à la même ligne 
ni à la même colonne forment une inversion, lorsque le 
numéro de la colonne du premier élément étant plus élevé 
que le numéro de la colonne du second, le numéro de la 
ligne du premier élément est moins élevé que le numéro 
de la ligne du second, ou vice versä. 

On appelle déterminant du système des n° éléments 
considérés, et l’on désigne par la notation de la for- 
mule (1), la somme des produits obtenus en prenant de 
toutes les manières possibles un facteur dans le ta- 
bleau (1), de telle sorte que dans un mème produit deux 
facteurs n'appartiennent jamais à la même rangée (co- 
lonne ou ligne). On donne le signe + aux produits dans 
lesquels le nombre des inversions formées par les facteurs 
est pair, et le signe — aux autres produits. 

Les déterminants ont aussi porté le nom de résultantes, 
fonctions alternées, ete. Cauchy a souvent employé la 
notation 


che (abc... 1), 


pour désigner le déterminant (1). 

La définition que nous avons donnée du déterminant 
de n° éléments permet évidemment d'énoncer le théorème 
suivant : 

Taéorème I. — Un déterminant ne change pas quand 
ses lignes deviennent colonnes et que ses colonnes de- 
viennent lignes. 

Taéonime IL. — Lorsque, dans un déterminant, on 
permute deux lignes ou deux colonnes, ce déterminant 
est multiplié par —1. 

En eflet, considérons un terme 


(2) HAL TES LCR 
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du déterminant primitif, les points indiquant des facteurs 
manquants que nous supposerons rangés, ainsi que d; 
et fi, dans l’ordre où les colonnes auxquelles ils appar- 
tiennent se présentent. Permutons les 1°”"* et jë” lignes, 
au terme (2) de l’ancien déterminant correspondra le 
terme 


(3) BR codes 


dans le nouveau; mais ce terme existe déjà dans l'an- 
cien déterminant, en sorte que, aux signes près, les 
deux déterminants en question sont composés des mêmes 
termes. Occupons-nous actuellement du signe de ces 
termes. À cet effet, voyons combien le changement de ï 
en j et de j en ¿ a introduit d'inversions ou en a supprimé 
dans le terme (2). Soit g, un élément du produit (2); 
sig, n'est pas compris entre d; et f;, ou si p n’est pas 
compris entre čet j, le changement de č en j et de j en i 
ne modifie pas le nombre des inversions relativement à 
l'élément g,. Si au contraire g, est compris entre d; 
et fi gtt u entre z etj, le A de ¿j en j introduit ou 
supprime une inversion. Le changement de j en į produit 
le même effet, de sorte que l’on peut dire que par rapport 
à un élément quelconque le nombre des inversions intro- 
duites est pair, zéro étant regardé comme un nombre 
pair. Mais, par rapport aux termes d; et f;, le change- 
ment de j en j et de j en j introduit ou supprime forcément 
une inversion. En sorte que dans l'ancien déterminant le 
terme (3) contient un nombre impair d'inversions de plus 
ou de moins que le terme (2); il est donc de signe con- 
traire, tandis que ce mème terme (3) considéré dans le 
nouveau déterminant est de même signe que le terme (2). 
Les deux déterminants en question se composent donc 
des mêmes termes affectés de signes contraires; ils sont 
donc égaux au signe près. CG. Q. F. D. 


VO 
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Tutorème IH. — Un déterminant dont deux rangées 
parallèles sont identiques est nul. 


En effet, il est bien clair que ce déterminant ne change 
pas quand on permute les rangées identiques; si donc ce 
déterminant n'était pas nul, il changerait de signe, en 
vertu du théorème précédent, par la permutation en 
question. 


Taéorime IV. — Lorsque, dans une rangée, tous les 
éléments sont nuls à l'exception d'un seul, le détermi- 
nant se réduit au produit de cet élément par | un déter- 
minant de degré moindre. "4 


En effet, supposons que la i°"* ait tous ses éléments 
nuls, à l'exception de l'élément qui se trouvé dans la 
j?” colonne. Permutons la 2°” ligne successivement avec 
toutes celles qui la précèdent, de manière à la placer la 
première; prenons de la même manière la j°"=colonne 
et plaçons-la la première, Le déterminant, en vertu du 
théorème IT, se trouve multiplié par (— 1)", ou sim- 
plement (— 1)‘#, et prend la forme 


Si l’on se reporte actuellement à la définition des dé- 
terminants, on voit avec un peu d'attention que le pré- 
cédent se réduit à 

AR EE an | 
ect 
a, $y Css » à E 


sms... 


LA ae A 


ce qui démontre le théorème. 
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Prosiime. — Étant donné le déterminant 


on propose de l’ordonner suivant les éléments d’une 
méme ligne ou d’une méme colonné. 
d'autres termes, si nous posons par exemple 
; P P P 
N rs 
[®) £ D=—A;a;+B;b;+...+ Liln 


ils itde déterminer INA rte ; Li. Pour y parvenir, on 


bio, Lé—=0;. th 0 


t ? 
i est la valeur de D pour 
= 


— a; = 0, Ci —=0,..., 10. 


LL 

PA e 
Org ne en vertu du théorème précédent, 

o2 


c Di 
Et i+ i—19 119 , t 
a. c licii? 
iti Citi » li+i 
ser ee te és 
béresse certes ln 
aiy ĉi; , l 


$ Anis Cixipre ay 
nf NÉE: 
B; = (— 1) 
Qis Citioo es lia 


ry Css iy 


A;, B;,... sont ce que l’on appelle les déterminants mi- 
neurs du déterminant (1). 
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On trouve ainsi successivement 


| a, bi À 3 
— @ — A 
wm b, 193 (he | 
di; b,, La 
b;, C: bi, € bis Ci 
#5 D; CN|—= a; į — å, 5 a, ` 
33 Cs 33 63 23 C2 
| 3 Dis 6 P , ? , 
—ab;c,—a,c;b,—a;bic,+ a,c,b,+ a,b icab 
VII. — RÉSOLUTION D'UN SYSTEME GÉNÉRAL D'ÉQUATIONS 


LINÉAIRES. 


C’est la théorie des équations linéaires qui a conduit 
les géomètres à l’étude des déterminants. Lorsque l’on ré- 
sout un système général d'équations du premier degré à 
deux inconnues, on remarque immédiatement que les in- 
connues se présentent sous la forme de fractions ayant 
même dénominateur; ce dénominateur est le détermi- 
nant du système des coeflicients : nous allons généraliser 
cette proposition. 

Considérons le système de n équations 


(1) az+by+az+...+lhuzs, 
(2) ax + biy + z+... + li U= Sa 

ASE AET A REP E 
(n) ant + bay + C++ la U = Sn 


dans lequel x, y, z,..., u désignent n inconnues; dési- 
gnons par D le déterminant du système des coefficients 
des inconnues, et posons 


D = A, a, + A, a: +.. -+ Andr 
S A a AEE FR, 
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As, B:,..., A:,..., B;,... désignant des coefficients in- 
dépendants des lettres qu’ils multiplient. Nous avons vu, 
dans le paragraphe précédent, comment étaient formés 
ces coefficients. Multiplions l'équation (1) par A; l’équa- 
tion (2) par A:,..., l'équation (n) par À,; ajoutons, il 
vient simplement 


(P) (Aiat Ara, +... + Anar) =A S +A,s+...+A,s, 
car les quantités 


A, b,, Abies Asbj 
Ài cy AEs ey Aalha 


sont nulles si l’on observe qu'elles représentent des déter- 
minants ayant deux colonnes identiques (théorème II, 
p- 100). 

La formule (P) donne immédiatement 


O A;si+ As; +...+A,s, 
7 Aa, tia... DAC 


ou bien 
| se b., , l | Ay bi, .3 l 
| E AnI SR 
CE SANE > Aas PRES la 


La formule (Q) est la traduction analytique du théo- 
rème suivant, qui constitue la règle dite de Cramer. 


Tutorème. — Les racines d’un système d'équations 
linéaires, en nombre égal à celui des inconnues, sont 
des fractions qui ont pour dénominateur commun le 
déterminant du système des coefficients des inconnues, 
et pour numérateurs les déterminants obtenus en rem- 
placant dans le dénominateur commun la colonne qui 
contient les coefficients de l’inconnue que lon veut cal- 
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culer, par une colonne formée des seconds membres des 
équations proposées. 

Cette règle ne peut être considérée comme démon- 
trée que si les quantités A;, A:,..., An, par lesquelles 
nous avons multiplié les équations (1), (2),..., (72), ne 
sont pas toutes nulles ; si l’on fait abstraction de ce cas, 
sur lequel nous allons revenir, on voit que le système 
(1),---, (n) admet toujours une solution, et une seule, si le 
déterminant D des coefficients est diflérent de zéro. Si ce 
déterminant est nul, l'équation {P), conséquence des 
équations (1), (2),..., (72), est absurde, le système pro- 
posé (1),..., (72) est donc lui-même absurde; en d’autres 
termes, les équations (1), (2),..., (7) sont incompati- 
bles, à moins que les déterminants 


As + Å: S: +. o H Ån Sn 
B, si + Bi S: +... + Ba Sns 


CRE EE ....93 


L,s, + Li S: +...+L,s, 


ne soient tous nuls. Dans ce cas, en effet, l'équation (P) 
ne présente plus rien d’absurde; elle est identique, et l’on 
ne peut pas en conclure la valeur de x; en un mot, la 
méthode que nous avons suivie ne permet pas de calculer 
les valeurs des inconnues. Cependant on peut constater 
que l’une des équations est une conséquence des autres. 
En effet, l'équation (P) peut s'écrire 


(Aa +...+Anan)z + (A, bi +. + Anbar) y +... 
= Åi Si + Ar S: +. oo H Au Sn 4 


Cette équation, dans notre hypothèse, est une identité, 
puisque chacun de ses termes est nul; si l’on en re- 
tranche l'équation (2) multipliée par As, l'équation (3) 
multipliée par A,,..., on en tire l'équation (1) : dans le 
cas actuel, il y aura donc en général indétermination. 
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Il reste à examiner le cas singulier dont nous avons 
parlé, et où les déterminants À,, A:,... sont tous nuls. 
Nous allons voir que, dans ce cas, il y a incompatibilité 
ou indétermination; en d’autres termes, toutes les fois 
que le déterminant D sera nul, il y aura indétermination 
ou incompatibilité. 

Supposons que le système (1), (2),..., (72) fournisse 
pour les inconnues x, y, z,..., u des valeurs uniques ; 
alors les quantités 4,, as, 4,,..., a, ne seront x toutes 
nulles, et l’on déduira aisément du sy stème (1), (2),..., (7) 
le système suivant : 


a b, a € PIE a, l a) Sı 
e sa ie , 
a b, 7 Ai Ci ai À a Si: 
Ani Vas Ant Car An lys An—1 Sn 
++ e z= , 
a bd CNRS PE o ANS 


qui, d’après la manière dont il a été obtenu, doit admettre 
un système de solutions uniques; donc les déterminants 
qui servent de coefficients à y ne sont pas tous nuls; si l’on 
observe alors que l’on a 


a bc, 
Ar Ci a; © & € 
\ — b, b,—=—| d; bat |.…, 
a; ô; a; C; r © b 
A; 03 C3 


et que les coefficients b,, b,,... ne peuvent être tous nuls; 
on déduira facilement des équations précédentes la for- 
mule suivante : 


a bc, abs, 
bo lz+...—| da b, S |, 
a; b, c, äs bis; 


et d’autres analogues. D'après la manière dont ces 
équations ont été obtenues, elles doivent être satisfaites 
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pour les valeurs de z,..., u qui satisfont au système 
(1), (2),.-., (7), et uniquement pour ces valeurs; donc 
les déterminants qui multiplient z ne sauraient être tous 
nuls. En poursuivant ce raisonnement, on arrive à prou- 
ver que le déterminant D ne peut être égal à zéro ; donc 
l'équation de condition 

D—=o 
exprime que le système (1), (2),... est incompatible ou 
indéterminé, et l’on peut regarder la règle de Cramer 
comme donnant la solution dans tous les cas possibles, 
puisqu'elle ne devient illusoire que si D = o. 

Remarque I. — La règle de Cramer montre que les in- 
connues sont des fonctions linéaires des seconds membres 
des équations (1),..., (n). 

Remarque II. — Le système d'équations à z incon-" 
nues 


an= Z + brai + Con Ho + hu = O0 


est évidemment indéterminé dans le cas général; mais si 
l'on divise chacune des équations par u et si l’on consi- 


æ Y à . 
dère les rapports S ils auront des valeurs détermi- 


nées, et l’on aura 


b & l & € [A 
gs... SU EX de …...... =. 

D I i OA 
Remarque III. — Si l’on veut éliminer les z quan- 


tités £, Y, z,..., u entre les n + 1 équations 
la z+b y+... +l u+s —o, 
(S) 


anyi £ A brp Y H. o + laga + Sapi = O, 
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il suffit de porter dans la dernière les valeurs de FAURE PEER 
tirées des n premières; on trouve ainsi 


— Si; TAT l fin — iia do 
aki — f2; bz, , l ER drg — Sages l cure 
— Say Da, PL À Any — Say) ln 
a, di, » À 
bi Gas re LÉ PEPY 
Aiga a sd 


Si actuellement, dans chacun des déterminants qui figu- 
rent dans l’équation précédente, on place la colonne des s 
la dernière, ces déterminants vont être multipliés par 
certaines puissances de (— 1), celui qui multiplie Z,4, 
excepté, car, dans celui-là, la colonne des s est la der- 
nière ; les signes de ces déterminants seront alternative- 
ment + et —; si enfin on change les signes dans la co- 
lonne des s, chaque déterminant change de signe, excepté 
le coefficient de 5,41; on voit ainsi (problème, p. 101), 
que le résultat cherché de l'élimination est 


an Dire IR | 


Ms Oasis 


(7), Mr s 


CURE 


= 0. P» 


v 
,» 


Cette équation lle la résillante des équations 
proposées. 

Remarque IV. — Pour qu’un déterminant soit nul, il 
faut qu’il existe une relation linéaire constante entre les 
éléments d’une même ligne ou d’une même colonne; 
l'équation (T), en effet, exprime qu'il existe des quan- 
tités £, y, Z,..., u satisfaisant aux équations (S). 
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VIII. -— Des. CALCULS QUE L’ON PEUT EFFECTUER SUR 
LES DÉTERMINANTS. 


Désignons parp,...., U,...,u, non plus des quan- 
tités, mais des signes de séparation, en sorte que 


(1) a, p +a, pH.. H Aan En = bi pu + bip... + bip 
soit une manière abrégée d'écrire les n égalités 
eV balles 


Cauchy, à qui nous empruntons les développements de ce 
paragraphe (Exercices d'Analyse et de Physique mathé- 


matique, 1. IV), a donné aux signes p, 4:,... le nom de 
clefs. 
Si l’on a plusieurs imégalités symboliques, telles que 


ap + pit. bip + bip +... 
(2) Cu bu + Gba +... = dpi + dpi... 
il est bien évident que l’on aura encore 


(a+ ci t. e)p (a +e t. o n)a 
= (b +d +...) + (b: +d +...) p+... 


car cette égalité signifie que 


a+a+... Sbd 
art t... =b: +d +..., 


et ces égalités sont des conséquences des égalités sui- 
vantes 
A E E A E E ANT 


représentées par les équations (2). 


` 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE V. 109 

D’une manière générale, si l’on considère une équation 
dont les deux membres ne diffèrent que par le changement 
de a en b, de c en d,..., cette équation, contenant des 
clefs ou n’en contenant pas, sera une conséquence légi- 
time et rigoureuse des équations (2). 

Si, par exemple, on effectue le produit des équations (2) 
membre à membre sans jamais intervertir l’ordre des fac- 
teurs, et en attribuant aux produits symboliques des clefs 
des valeurs arbitraires contenant elles-mêmes des clefs 
ou n’en contenant pas, pourvu qu'au même produit des 
mêmes clefs on attribue toujours la mème valeur symbo- 
lique, il est clair que l'égalité ainsi obtenue sera une con- 
clusion rigoureuse et légitime des équations (2). 

Ceci posé, désignons toujours par pi, Hs,» +., Yn n clefs, 
et posons, pour abréger, 


a = A, hi + bi pat. o pu 


(3) ) Sı = A; pa + bips... + bp 


| Sn = App + br pat + us 

convenons de regarder comme nul le produit de z clefs 
dont deux au plus sont égales, ou, si l’on veut, portent 
le même indice; convenons, en outre, de regarder comme 
égal à + pi ps... Pn OU — pi us... Hn le produit de 
n clefs toutes différentes, selon que le nombre des in- 
versions des indices est pair ou impair: il est évident que 
le produit symbolique s; Ss... Sn représentera le déter- 
minant des coeflicients des clefs dans les équations (3), 
multiplié par le facteur symbolique p, ps... u,, au- 
quel nous attribuerons une valeur déterminée ; en sorte 
que, si l’on désigne par D le déterminant en question, on 
pourra écrire 


(4) Si Sre o Sa = D. pi Pre oo pr 


http://rcin.org.pl 


110 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 
Posons maintenant 


li = a Si H BiS. o e H Ni Sm 
(5) ARE BAEN 


la = aa Si t Bass He +: + de Sa 


Observons actuellement que le produit sı Sa... Sn 
change quand on intervertit l’ordre de ses facteurs sym- 
boliques, et que la formule (4) subsiste encore pourvu 
que les indices des lettres s et p se correspondent; en 
sorte que le produit des z facteurs s à indices différents 
est +5, S2.. - Sn} selon que le nombre des inversions 
des indices est pair ou impair; observons enfin que si 
deux facteurs s dans le produit portaient le même indice, 
ce produit serait nul, car à ce produit correspondrait un 
déterminant ayant deux lignes identiques. On voit donc 
que $4, Se» - -} Sn peuvent être regardées comme des clefs 
jouissant des mêmes propriétés que py, pez- + -s Hne On 
tirera donc des équations (5) 


(6) tisse AAN A 


A désignant le déterminant du système des coefficients 
de s dans les équations (5). Des formules (4) et (6) on 
tire 

bi tas tn = DA pi fr. o- Wns 


et lon voit que D >< A n’est autre chose que le déter- 
minant du système des coefficients de p1, psz. --> Pn 
dans t4, t+,..., tn de sorte que l’on peut écrire 


SE BANA T 
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formule dans laquelle on a posé, pour abréger, 


Ai = ai a, + Bi da + ils F.o Nian 
B; = a; bi + Bi b: + yi bs +.. et ibn 
vo pis e 6901 > e $ CORRE ETES] 


L; = a; l, + fil esoe PES A iks 
Il est clair que l’on peut aussi choisir 


A= xa, + Bibi +. setili 
Bi = ti a: + Bib: +.. eH ilay 


crosses. 


ou bien enfin 


car les déterminants D et A ne changent pas de valeur 
quand on transforme leurs lignes en colonnes et leurs 
colonnes en lignes, et leur produit ne change pas en in- 
tervertissant l'ordre des facteurs, par conséquent ne 
change pas quand on change les lettres grecques en lettres 
françaises, et vice versd. 

Nous avons supposé les déterminants D et A de même 
degré; s’il n’en était pas ainsi, il faudrait commencer par 
transformer celui de ces déterminants qui a le moindre 
degré en un autre de mème degré que son multiplicateur. 
Cela se fera en observant que l'on a (théor. IV, p. 100) 


ait À 1700210 

00: ..0,0 
AB RAIN + NO > 
ARETE RE AN a +. 004% l āi 
P T te PT C0 LL) Res 


oo. te 


et N 
http://r@4 9 pi wi eu 


1 guii tos 
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Lorsque lon veut multiplier un déterminant par un 
simple monôme, il suffit évidemment de multiplier tous 
les termes d’une même colonne ou d’une mème ligne par 
ce monôme. | 

L’addition des déterminants offre bien plus de difi- 
cultés que leur multiplication. Lorsque deux détermi- 
nants ne diffèrent que par une seule rangée, il suffit d’a- 
jouter terme à terme les rangées identiques; c’est ce 
qu’il est facile de prouver en mettant les deux détermi- 
nants sous la forme 


Aa, + A;a;+...+ Ån an, 
A, ait A; +. o oH An ans 


Ai, Ass... An CL O3 Mas... An désignant les éléments 
des colonnes qui diffèrent. On trouve alors pour somme 
des déterminants en question 

à A, (a + a) + -<o + An (ant a), 

ce qui démontre la règle que nous avions énoncée, 

Cette règle n'est pas sans importance : il en résulte, 
en effet, qu'un déterminant ne change pas de valeur 
quand aux termes d'une rangée on ajoute ceux d'une 
rangée parallèle multipliés par un facteur constant. Car 
cette opération revient à ajouter au déterminant proposé 
un déterminant dans lequel une rangée a ses termes équi- 
multiples d’une rangée parallèle, c’est-à-dire nul. En 
appliquant cette remarque, on trouve 


CE OR OA 1234 
E E 6 x sl 15678 
giour12| |gio1iri2l |4444 


13 14 15 16 4444 4444 


Nous terminerons ce qui est relatif à la théorie des 
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déterminants par la démonstration d’une formule remar- 
quable donnée par Cauchy dans son Analyse algébrique, 
et probablement due à cet illustre auteur. 


Proposons-nous d'évaluer le produit des différences 
de n quantités 


(a—b)(a—c)(a—d)...(a—1) 
(b—c)(b—d)...(b —1) 
(c—d)...(e—1) } = P. 


Il est clair que le terme + a"~ b"—*... kt l° entrera 
dans le produit P; les autres termes de ce produit 
peuvent s’en déduire en changeant l'un des facteurs a, 
b,... dans l’un de ceux qui le suivent, à la condition de 
multiplier en même temps par — 1, la lettre a pouvant 
ètre remplacée une fois seulement par b, par c,..., la 
lettre & une fois seulement par c, par d,..., et jamais 
par a, etc.; on peut donc dire que le produit P se com- 


pose de tous les produits de la forme a*bf...1? dans 
lesquels on a 


a+B+...+i=(n—i)+(n—2)+...+1+0, 


affectés de signes convenables. Or si l’on considère le 
déterminant 


t, €; 4, FA il 

PTS RE 
D = 15 Core PO LEE a 

Es SNS + À ag 


il est naturel de se demander s’il ne serait pas égal à P. 


Or D et P sont deux polynômes du degré n — 1 en a qui 
pi 
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se réduisent à zéro pour les n — 1 valeurs b, c,..., l de a; 
ils sont donc tous deux égaux au produit de 


(a—b)(a—c)...(a—1) 


par une quantité indépendante de a : en d’autres termes, 
leur rapport est indépendant de a (voir p. 51). On dé- 
montrerait de la même façon que leur rapport est indé- 
pendant de b, c,... l; pour déterminer ce rapport, il 
suffit d'observer que les termes en a"-"b"-*,.. k'l’ ont 
tous deux pour coefficients l'unité dans P et dans D, et 
par suite (p. 53, Remarque I), ona P=D. c. Q.F. D. 

On peut conclure de là que le résultat de l'élimination 
de x, y, z,..., u entre les équations 


+++... +u—=0o0, 
ax + by + cz +...+ lu=0, 


aax + by +... + u= o0, 


est égal au produit des différences de a, b, c,..., l; si 
donc toutes ces quantités sont inégales, les équations 
précédentes sont compatibles, Cette remarque est utilisée 
dans une question importante de calcul intégral. 


IX. — Des PROBLÈMES D'ALGÈBRE QUI CONDUISENT A DES 
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ, 


Pour résoudre un problème dans lequel le résultat 
cherché est un nombre ou même se compose de plusieurs 
nombres, on désigne les inconnues, c'est-à-dire les quan- 
tités à déterminer, par des lettres, puis on suppose les 
résultats connus et l’on indique, à l’aide des signes algé- 
briques, les calculs qu’il faudrait effectuer sur les lettres 
qui désignent les inconnues, pour vérifier qu’elles sont 
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bien les solutions du problème; on arrive ainsi à des 
équations que l’on essaye de résoudre. Lorsque ces équa- 
tions peuvent être résolues, les solutions que l’on en dé- 
duit sont ordinairement celles du problème que l’on a 
mis en équation : je dis ordinairement, parce qu’il arrive 
quelquefois que les équations auxquelles on est conduit 
fournissent, non-seulement la solution cherchée, mais en- 
core des solutions étrangères à la question que l’on traite. 
Nous ne pouvons pas à présent donner la raison de cette 
anomalie, sur laquelle nous aurons bien souvent l’occasion 
de revenir. Donnons quelques exemples. 


ProBzÈme I. — La somme de deux nombres est 18, 
leur différence est 6, trouver ces deux nombres. 


Soit x le plus petit des deux nombres, le plus grand 
sera x + 6 puisque leur différence est 6, et comme leur 
somme fait 18, on doit avoir 


x+x+6—=18, 
d’où l’on tire 
x = 6. 


Ainsi le plus petit des deux nombres est 6, le plus grand 
est donc 12. 


Prosrème I. — Dans quel système de numération le 
nombre 15 est-il représenté par 23? 


Ici l’inconnue est la base; désignons-la par x, le 
nombre total des unités contenues dans 23 est de deux 
fois la base augmentée de 3. On a donc & 


32 + 3—=15, 
d'où l’on tire 


æ=6. 


Ainsi la base du système cherché est 6. 
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Prosrème II, — Un marchand vend en deux jours 
600 oranges et recoit en tout 40 francs, à savoir 
20 francs par jour; mais le second jour il vend ses 
oranges deux fois meilleur marché que le premier : on 
demande à quel prix il a vendu ses oranges et combien 
il en a vendu chaque jour. 


Soit x le nombre des oranges vendues le premier jour, 
le prix de ces x oranges est de 20 francs; donc le prix 


d 20 ae 
une orange est z pour le premier jour. 


Le second jour, il vend le reste de ses oranges, c'est- 
à-dire 600 — x pour 20 francs; donc le prix d’une orange 


est alors ; mais comme elles sont deux fois meil- 


20 
600 — x 
leur marché que le premier jour, on doit avoir 


(60 


En multipliant par zio- z} les deux membres de cette 


équation, on risque d'y introduire les solutions x = o 
ou x = 600; mais il n’en est rien. En effet, on trouve 


600 — x = 2x 
ou 
z= 200. 
Ainsi, le premier jour, il a été vendu 200 oranges; par 
Do Jour iP 

conséquent, on en a vendu 400 le second jour. Le pre- 
mier jour, le prix d’une orange était of,10; le second 
jour, il était o',05. 


ProsLème IV. — Deux joueurs ont gagné 6000 francs 
à eux deux en deux parties ; après la première partie, 
le gain du premier joueur est triple de celui du second; 
le premier donne alors 1000 francs au second; après la 
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seconde partie, le premier joueur a gagné deux fois 
plus que le second, mais il lui donne encore la moitié 
de son gain, après quoi ils se trouvent chacun en pos- 
session de 3000 francs; on demande quel a été le gain 
de chaque joueur à la fin de chaque partie. 


Soit x le gain du second joueur après la première par- 
tie, le gain du premier sera 3x; soit y le gain du second 
joueur à la fin de la seconde partie, le gain du premier 
sera 2y. Or le gain total des joueurs fait 6000 francs; on 
a donc 


(1) x -+ 3x + y + 2y = 6000. 


Mais à la fin de la première partie le second joueur pos- 
sède x- 1000 puisqu'il a reçu 1000 francs; à la fin de la 
seconde partie, il possède d’abord x + 1000, plus son 
gain y, plus la moitié y du gain du premier; il a donc 
en tout 


(2) x + 1000 + y + y = 3000. 
Les équations (1) et (2) peuvent s'écrire 
4x + 3y = 6000, 
++ 2y = 2000; 
on tire de ces équations 
y= ho æx—1200. 


Ainsi le gain du premier joueur est de 3x ou 3600 francs 
après la premièrg partie, et de 2 y ou 800 francs après la 
seconde; le gain du second est de 1200 francs après la 
première partie et de 400 francs après la seconde. + 


Prosrème V. — Un nombre se compose ‘de trois 
chiffres; la somme de ses chiffres est 11; le dernier 
chiffre est double du second diminué du premier et de 1; 
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enfin, en ajoutant 198 à ce nombre, on retrouve le 
nombre renversé; quel est ce nombre? 


Soient x le chiffre des unités, y celui des dizaines, z ce- 
lui des centaines; la somme des chiffres étant 11, on a 


(1) z+y+z=ll; 


le dernier chiffre étant double du second diminué du 
premier et de 1, on a 


(2) z=2(y—z— 1) 


Enfin le nombre lui-même est 100z + 10y + x; en lui 
ajoutant 198, on doit trouver le nombre renversé, c'est- 
à-dire 100x + 10y + z. On a donc 


(3) 1002 + 10y + Z + 198 = 100% + 10y + z. 


Les équations (1), (2), (3) peuvent s'écrire ainsi : 


(4) t- y +=, 
(5) z— 2y -+ 23= — 2, 
(6) 997 — 992 = 198. 


L’équation (6) donne immédiatement 
(7) T—23—= 02. 


En multipliant l'équation (4) par 2 et en l’ajoutant avec 
l'équation (5), on trouve 


(8) ` 3x + z = 20. 
Des équations (7) et (8), on tire 
z= 4, z= 2, 


et l'équation (4) donne alors y = 5; ainsi le nombre 
cherché est 254. 
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X. -> INTERPRÉTATION DES SOLUTIONS NÉGATIVES. 


Il peut arriver que les racines d'une équation ou d’un 
système d'équations soient négatives; si le résultat de- 
mandé dans le problème dont ces équations sont la tra- 
duction est un nombre abstrait, le problėme ne présente 
rien d’absurde, Mais si le résultat cherché est un nombre 
concret, le problème que l’on a mis en équation n'admet 
pas de solution. Éclaircissons ceci à l'aide d’un exemple. 


Un père a 68 ans, son fils en a 4o; on demande au 


bout de combien de temps l ‘age du père sera le double 
de celui du fils. 


Désignons par x ce temps; au bout du temps x le père 
aura 68 + x années, le fils £o + x, et l’on doit avoir 


(1) 68+zx—2(40 + x); 
en résolvant cette équation, on trouve 
(2) z= —12. 


Ce résultat prouve que l'équation (1), qui est la traduc- 
tion du problème en langage algébrique, n’admet pas de 
solution positive ; en d’autres termes, le problème n’admet 
pas de solution. Et, en effet, l’âge du père n'étant pas le 
double de l’âge du fils, il ne le deviendra jamais, et le 
rapport des deux âges se rapproche toujours de r. 

La solution négative x = — 12 n’est cependant pas 
aussi absurde que l’on pourrait croire au premier abord. 
En effet, changeons x en — x’, x’ sera égal à 12, et 
l'équation (1) deviendra 


(3) 68 — x = 2 (4o — x'), 


et cette dernière équation admet évidemment pour solu- 
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tion x’ = 12. L’équation (3) est la traduction algébrique 
du problème suivant : 


Un père a 68 ans, son fils en a ġo, à quelle époque 
l’âge du père a-t-il été le double de celui du fils ? 

Nous trouvons alors pour réponse: il y a $ĝ ans. 

En général, toutes les fois que l’on trouve une solution 
négative à un problème, il faut changer le signe de la 
lettre qui représente l’inconnue dans l'équation à laquelle 
conduit le problème; la solution négative devient alors 
positive et est le plus souvent la réponse d’un problème 
analogue à celui qui a été posé et dont l'équation modifiée 
est la traduction algébrique. 

Observons qu'à l’aide d'une simple convention deux 
problèmes peuvent ètre compris sous le même énoncé. 


Reprenons le problème de tout à l'heure; posons-le en 
ces termes : 


Un père a 68 ans, son fils en a 4o; quand l'âge du 
père sera-t-il ou a-t-il été le double de celui du-fils ? 


Posé en ces termes, le problème est en quelque sorte 
double; mais si nous convenons de regarder comme po- 
sitif le temps à venir, comme négatif le temps passé; si 
nous convenons, en un mot, que les locutions dans 
— N années et il y a N années soient équivalentes, nous 
raisonnerons ainsi qu'il suit : soit x le temps positif ou 
négatif au bout duquel l’âge du père sera le double de 
celui du fils. 

Au bout du temps x, le père aura 68 + x années; ceci 
est évident si l’âge du père devient dans l'avenir double 
de celui du fils. Dans le cas où l’âge du père a été le double 
de celui du fils, 68 + x représente encore l’âge du père 
lorsqu'il est le double de celui du fils; car x’ désignant la 
valeur absolue de x, cet âge est 68 — x’, c’est-à-dire 
68 + x. De mème, à l'époque cherchée, l’âge du fils est 
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40 + x; or on doit avoir 


68+z—(4f0+r)xXa2. 


Comme on trouve x = — 12, on en conclut que l’âge 
du père a été il y a douze ans double de celui du fils. 

En Algèbre, lorsqu'une quantité variable peut être 
comptée dans deux sens opposés, comme le temps, dans le 
présent ou dans l'avenir; les longueurs sur une même 
ligne à partir d’un point fixe; la fortune d’un négociant 
qui peut être active ou passive, etc., on convient de re- 
garder comme positives les grandeurs comptées dans un 
sens et comme négatives les grandeurs comptées dans 
l'autre; l'avantage que l'on retire de cette convention est 


de comprendre sous un seul énoncé plusieurs questions 
du mème genre. 


ProsLëme pes courriers. — Deux mobiles À et B 
partent simultanément de deux points P et Q et che- 
minent sur la droite PQ, le premier parcourant a mètres 
par seconde, le second b mètres par seconde; la dis- 


tance PQ est de L mètres; on demande à quelle époque 
leur rencontre a lieu. 


Convenons de regarder comme positives les distances 
parcourues dans le sens PQ, et comme négatives les dis- 
tances parcourues dans le sens QP; convenons de re- 
garder les temps passés comme négatifs, les temps à venir 
comme positifs. 

Soit x la distance à laquelle la rencontre a lieu, comp- 
tée à partir du point P, le sens positif étant toujours PQ; 
nous désignerons par R le point de rencontre; la dis- 
tance PR est égale en valeur absolue au temps employé à 
la parcourir, que nous désignerons par £ multiplié par a; 
en sorte qu’en valeur absolue on a 


(1) Caa 
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Voyons si cette égalité a encore lieu quand on a égard 
aux signes. 1° Supposons a et t positifs. Si a est positif, 
le point A se meut de P vers Q; si t est positif, la ren- 
contre aura lieu. Donc le point R est placé du côté de Q 
par rapport au point P, comme dans la fig. 1; par consé- 
quent x est positif, et par conséquent la formule (1) est 


Fig. 1. 


r R T E 


exacte. 2° Si a est positif, mais £ négatif, le point À se 
meut dans le sens PQ, mais la rencontre a eu lieu. Le 
point R cette fois se trouve du côté opposé à Q par rap- 
port à P, comme dans la fig. 2; alors x est négatif, at est 


Fig. 2. 


R r R 


négatif aussi ; donc la formule (1) convient encore à ce 
cas, 3° Si a est négatif et t positif, la rencontre aura lieu, 
mais le point A se meut dans le sens QP, en sorte que R 
se trouve encore placé comme dans la fig. 2, et x est 
négatif ainsi que at. La formule (1) convient encore à ce 
cas. 4° Si a et t sont négatifs tous deux, la rencontre a 
eu lieu, et comme le point A se meut dans le sens QP, le 
point R se trouve placé comme dans la fig. 1; x est donc 
positif comme at, et la formule (1) est encore exacte dans 
ce cas. 

Si nous désignons par y la distance parcourue par le 
point B entre Q et R, une discussion analogue à la pré- 
cédente fournit l'équation 


(2) p=bé 
Ceci posé, je dis que l’on a 
(3) CET À 
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Cette équation est évidente si x et y sont positifs tous 
deux, car alors le point de rencontre se trouve placé 
comme le point R’ de la fig. 1, et l'on a 


— QR'— PQ 


z— y= 


ou 


Mais si la rencontre a lieu entre P et Q au point R de la 
Jig. 1, ona 
PR + RQ = PQ. 


Mais PR = x, RQ—— y, puisque y est nt et 
PQ = l; on a donc 

Z—#y—=1l 
Enfin, si le point de rencontre se trouve placé comme le 


point R de la fig. 2, on a 


QR — PR = PQ. 
Ici on a 

QR——7, PR——%x, et PQ—/; 
donc 


tz— y= l; 


la formule (3) peut donc être considérée comme parfäi- 
tement établie. Pour résoudre le système des équa- 
tions (1), (2), (3), il sufit de retrancher l’équation (2) 
de l'équation (1); il vient alors 

T—y=(a—b}t, 
et, en comparant avec l'équation (3), 
I=(a—b)t; 
d'où J 


(4) = c 


CET 
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Les équations (1) et (2) donnent alors 


EA QE smal 
SERRES TT 


Proposons-nous de résoudre la question suivante : 


Deux mobiles partent simultanément de deux points P 
et Q; ils marchent à la rencontre l’un de l’autre. Le 
Premier parcourt 10 mètres par seconde, le second 
40 mètres, la distance PQ est de 1250 mètres ; au bout 
de combien de temps se rencontreront-ils ? 


Pour trouver ce temps, il suffit de faire dans la for- 
mule (4) Z égal à 1250, a égal à 10 et b égal à — 40; on 
trouve ainsi 

1250 


FRE 


Bien que le problème des courriers soit éminemment 
propre à mettre en évidence les avantages que l'on tire 
de l'interprétation des quantités négatives, nous allons 
encore traiter une question d’Arithmétique d’une grande 
importance et qui se trouve considérablement simplifiée 
par les théories précédemment exposées : je veux parler 
de, l'étude des erreurs relatives. 


XI. — THÉORIE DES ERREURS RELATIVES. 


Lorsque l’on ne peut pas calculer exactement un nom- 
bre, on cherche à en approcher autant que l’on peut; la 
différence entre le nombre exact et le nombre approché 
porte le nom d'erreur absolue. Cette erreur peut ètre par 
excès ou par défaut, selon que le nombre approché est 
plus grand ou plus petit que le nombre exact. Nous re- 
garderons comme positives les erreurs par excès et comme 
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négatives les erreurs par défaut; en sorte que A étant le 
nombre exact, a le nombre approché, l'erreur sera tou- 
jours en grandeur et en signe a — A. 


On appelle erreur relative l'erreur absolue divisée par 
le nombre exact. 


Tnéonëme I. — L'erreur relative d’un produit de deux 
facteurs est égale à la somme des erreurs relatives de 
ses facteurs augmentée du produit des mémes erreurs. 

En effet, soient A et B les facteurs exacts du produit, 
æ et B les erreurs absolues de ces mêmes facteurs; les 
nombres approchés a et b seront donnés par les formules 


a—= À + a, 
b—B +6. 


Quels que soient les signes de æ et G, on déduit des éga- 
lités précédentes 


ab — AB + AB + Ba + aß. 


En retranchant AB aux'deux membres de cette équation 
et en divisant par AB, on a 


ab— AB _$ a sb 
AB 7 B A AB 


Si l’on observe que ab — AB est en grandeur et en signe 


; . ab— AB ,,. 
l'erreur absolue du produit, —— désigne son erreur 


relative, 7 4 sont les erreurs relatives de ses facteurs, et 


légalité précédente démontre le théorème énoncé. +, 
On voit encore dans cet exemple combien l'usage des 


quantités négatives simplifie l'énoncé des théorèmes et 
leur démonstration. 


Tuéonëme I., — L'erreur relative d’un quotient est 
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sensiblement égale à la différence des erreurs relatives 
du dividende et du diviseur. 


Soient D le dividende exact, d l'erreur; A le diviseur 
exact, ò l'erreur; Q le quotient exact, q l'erreur : on a 


(1) t= 


le quotient approché est 


D+d, 
A +0” 
on a donc 
Sepabd a D 
Re nr 
ou bien 
(2) Li da—iD 
AfA +ò) 


Si nous divisons les équations (1) et (2) membre à mem- 
bre, il vient 


Le premier membre de cette équation est l'erreur relative 
du quotient, le second membre doit donc être une autre 
expression de cette erreur. Il est sensiblement égal à 


t ò af : ciay 
si l’on observe que pesten général très-petit, ce qui dé- 


montre le théorème en question, 
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m 
XII. — Des SOLUTIONS DE LA FORME EH 


On dit qu’une quantité variable est infinie, quand on a 
l'intention de la faire croître indéfiniment; ainsi il est 
absurde de dire qu’une quantité qui ne varie pas est in- 
finie, et zéro peut ètre une valeur particulière d’une 
quantité infinie. On voit quelle différence il existe entre 
l'infini métaphysique, qui est une chose complétement 
vague et incompréhensible, et linfini mathématique, qui 
se définit d’une manière très-précise. 

On dit qu’une quantité est infiniment petite quand elle 
a zéro pour limite. 


m . , 
Le symbole z Peut se présenter comme solution d'un 


problème et représente alors l'infini, mais cette locution 
ne présente aucun sens si on la prend à la lettre, et la solu- 


. m , E7 1 . . 
tion — ne sera censée représenter l'infini que si au zéro 


on substitue mentalement une quantité variable et infi- 


niment petite. Essayons de nous faire comprendre par un 
exemple : 


Concevons un courrier À marchant avec une vitesse 
de a mètres par seconde dans le méme sens qu'un cour- 
rier B parcourant b mètres par seconde; on demande à 
quelle époque ils se rencontreront, la distance à laquelle 


ils se trouvent l’un de l’autre étant l au moment du 
départ. 


Nous avons déjà résolu ce problème, et en désignant 


par ¢ le temps qui s'écoule depuis le moment du départ 
jusqu’au moment de la rencontre, on a 
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Si dans cetté formule on fait a = b, on trouve 


== 5’ 
on peut alors dire que les courriers se rencontrent à l'in- 
fini; mais voici ce qu’il faut entendre par cette locution. 
A proprement parler, ils ne se rencontrent pas du tout 
quand a = b, c’est-à-dire quand ils marchent tous deux 
avec la même vitesse; mais si au lieu de faire brusque- 
ment a=b on suppose a fixe et b variable, a — b 
prendra diverses valeurs, et l'on voit que deviendra 
d'autant plus grand que a — b sera plus petit, car une 
fraction est d'autant plus grande que son dénominateur 
est plus petit, et croît au delà de toute limite quand son 
dénominateur tend vers zéro, c’est-à-dire devient infini- 
ment petit. Ainsi, dire : pour a = b, t est infini, c’est 
énoncer d’une manière abrégée la proposition suivante : 


Le temps au bout duquel la rencontre des courriers a 
lieu croit au delà de toute limite à mesure que la diffe- 
rence des espaces a et b parcourus dans une seconde 
tend vers zéro. 


L'infini se désigne ordinairement par le symbole « . 


XIII, — THÉORÈME SUR LES LIMITES. 


Rappelons que l'on appelle limite d'une quantité va- 
riable une quantité fixe dont cette quantité variable peut 
s'approcher indéfiniment, c’est-à-dire de telle sorte que 
la différence entre ces deux quantités puisse être prise 
moindre en valeur absolue que toute quantité donnée. 


Tuéorime I. — -La limite d’une somme algébrique est 
égale à la somme algébrique des limites de ses parties. 
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Soient, en effet, x, y, z,... des quantités variables, 

a, b, c,... leurs limites respectives, soit enfin æ la difé- 
rence a — x, Ê la différence b— y,..., on aura 


a=xz+a, b=y7+8..., 
d'où 
at b+ = x+y +. Fat Gio 


mais æ, ,... peuvent être pris chacun moindres que 
toute quantité donnée, puisque ces quantités représen- 
tent les différences entre les variables et leurs limites ; si 
donc les quantités x, y, z,... sont en nombre limité, 
a, B,... seront en nombre limité, et leur somme pourra 
ètre rendue moindre que toute quantité donnée, ce qui 
revient à dire que a+b+... et x+y+... peu- 
vent différer l’un de l’autre d'aussi peu que l’on veut; en 
d’autres termes, on a 


a+b+...=lim(r+r+...). 


Il est essentiel de remarquer que nous avons supposé 
le nombre des parties de la somme variable limité; s’il 
n’en était plus ainsi, le théorème précédent pourrait tom- 
ber en défaut : c'est ce que nous établirons nettement un 
peu plus tard. 


Tuéonëme II. — La limite d'un produit de plusieurs 
facteurs est égale au produit des limites de ces facteurs. 


Pour le démontrer, désignons par x, y, z,... les fac- 
teurs variables, par a, b, c,... leurs limites respectives; 
posons 


z—a—a ÿ—b=$, z2—c—7y... 


æ, G,7,;... pourront ètre pris aussi petits que l'on vou- 
dra, et l’on aura 


Tata, 7y=b +R, 2=c+7y.., 
I. 9 
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ou bien 


zyz...=(a+a)(b+8)(c+7).... 


Si l’on effectue les multiplications indiquées, on trouve 
P q 9 


ZyZ. . = abe... +o. 


w désignant un ensemble de termes dans chacun desquels 
entre comme facteur l’une des quantités z, ,7,..., cha- 
cun de ces termes peut donc être pris aussi petit que l’on 
veut, et leur somme w par conséquent aussi ; donc la dif- 
férence w entre zyz... et abc... peut être prise aussi 
petite que l’on veut; en d’autres termes, xyz... a pour 
limite abc.... C. Q. F. D. 

Il faut observer qu'en supposant que nous pouvions 
prendre w moindre que toute quantité donnée, nous 
avons implicitement admis que le nombre des termes 
contenus dans w était limité, ce qui suppose enfin le 
nombre des facteurs x;y,2,... limité. 


Tuéonime MI. — La limite d’un quotient est égale au 
quotient des limites du dividende et du diviseur. 


En elfet, soient D le dividende, d le diviseur, q le quo- 
tient, on a 


D — dq, 
lim D = lim dq = lim d lim q, 
d'où 
lim q limp C. Q. F. D. 
lim d 


0 o 
XIV. — Sur LES SOLUTIONS DE LA FORME re 


En résolvant l'équation d’un problème, on peut trou- 


. o 
ver une solution de la forme zi en général, ce sym- 
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bole indique une indétermination dans les équations du 
problème, et par suite dans le problème lui-même. Tou- 
tefois, la solution que l’on trouve ainsi peut provenir 
d’une solution plus générale dans laquelle on a donné 
des valeurs particulières à certaines lettres qui entraient 
comme données dans le problème ; il peut arriver alors que 
le problème ne soit pas réellement indéterminé : c’est ce 
que nous allons constater sur un exemple. 


Prosiime. — Du sommet d'un angle droit DOA 
comme centre on décrit un cercle ( fig. 3); par deux 


[X 


points M et N de ce cercle on fait passer une droite MN; 
les distances MP et NQ des points M et N à la droite OD 
sont respectivement à et )', le rayon du cercle est a: 
on demande de calculer la ligne AO. 


Désignons AO par x. Les triangles ABM, MCN, sem- 
blables, donnent 


AB MC 
BM CN’ 
ou 
z=? E 


yao po Tr 
Cette équation donne 


(2— 8) Va — à 
Ver — 93 — Var — à 


(1) z=0+ 


$ 
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Si l’on fait à = ð’, on trouve 


o 
r= + 
o 


La ligne AO, dans le cas que nous considérons, est réelle- 
ment indéterminée, puisque toute droite passant en M 
passe aussi en N lorsque d est devenu égal à ò’; cependant, 
le point A tend vers une position limite à mesure que le 
point N s'approche de N; cette position limite est l'en- 
droit où la tangente au cercle en M vient rencontrer OA, 
la quantité x a donc une valeur limite que l'on peut se 
proposer de déterminer à l’aide la formule (1). Pour y ar- 
river, il suffit de multiplier par ya? — 9” + Ya?— 5? les 
deux termes de la fraction qui entre dans la formule (1); 
on trouve ainsi 


UNE NES + VF] 
5s py > 


z= 


ou bien 


pa VEINE + VAZ], 


ğ ES NS 

Les deux membres de cette formule sont constamment 
égaux, donc leurs limites sont égales ; or la limite de la 
fraction qui entre dans la formule précédente est égale au 
quotient des limites de ses deux termes (th. III, p. 130); 
la limite de ya” — 97, quand ð’ tend versd, est ya? — d’, 
comme il est facile de le prouver par un raisonnement 
très-simple ; donc enfin 


NE CE OR QE a 
20 +3 ò 


lim x = à + ’ 


ou 
3 a? 
lim z = —); 

ô 
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résultat exact, ainsi qu'il est facile de le constater directe- 
ment. 

Il serait difficile de donner des règles précises pour 
lever l’indétermination apparente que l’on rencontre dans 
la résolution des problèmes. Le plus souvent les quantités 


+ s x o el 00 
limites qui se présentent sous la forme — ou même — 
o es 


prennent des valeurs déterminées après la suppression 
d’un facteur commun aux deux termes de la fraction, qui 


> o (ee) 
devient — ou —. 
DRE 


PE- CRT a?— b Š + 
' Ainsi, par exemple, l'expression ———- —, qui repré- 
+ par exemple, l'expression TT à qui rep 


sente l'aire d'un trapèze dont la hauteur est % et dont les 
. o 
bases sont a et b, se présente sous la forme a quand on y 


fait a = b, c'est-à-dire quand le trapèze devient un paral- 
lélogramme; cette indétermination apparente, ou plutôt 
cette absurdité apparente disparait, lorsqu'on a supprimé 
a — b’. 
ab 


L'aire du trapèze prend alors la valeur 


aux deux termes de la fraction le facteur a — b. 


l 


2 


(a + b) 


Cette dernière expression est toujours égale à la pré- 
cédente ; leurs limites sont donc égales lorsque l’on fait 
tendre b vers a, et l’on trouve, dans ce cas, 


2ah 
— = ah; 
2 


c'est l'expression connue de l'aire du parallélogramme. 
Proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tend 
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l'expression 
nei 
n — I 


Lorsque n augmente indéfiniment, cette expression est 


; f % 
une de celles qui se présentent sous la forme ziona 


1 
ESES 
n+ 1 n 
ESR a 
1I—— 
n 
donc 
I 
1+— lim (1 +) 1 + lim — 
. A+I n 
lim = lim = - n= ~ 
r= = lim 12) 1 — lim - 
n 
‘ ————— 


EXERCICES. 


4. Diophante, l’auteur du plus ancien livre d’Algèbre qui nous 


reste, passa dans sa jeunesse le de l’âge qu'il vécut, — dans l'ado- 


. s . . I 
lescence; ensuite il se maria et passa dans cette union le 5 de sa 


vie augmenté de 5 ans avant d’avoir un fils, auquel il survécut de 
4 ans, et qui n’atteignit que la moitié de l’âge où son père est par- 
venu. Quel âge avait Diophante lorsqu'il mourut? (Traduction d’un 
passage grec trouvé dans un recueil d'épigrammes.) 


2. a bœufs en m jours ont mangé « mètres carrés d'herbe; 
b bœufs en z jours ont mangé ß mètres carrés d'herbe. Combien 
c bœufs en p jours mangeront-ils d'herbe, en admettant que l'herbe 
croisse pendant qu’ils mangent? (Posé en d’autres termes dans 
l'Arithmétique universelle de Newton.) 


3. A quelles heures ont lieu les rencontres des aiguilles d’une 
montre? 
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4. Un homme entre dans une église avec une somme composée 
de pièces de 2 francs; il donne à des pauvres autant de sous qu’il a 
de pièces de 2 francs. Dieu change les pièces de 2 francs qui lui 
restent en pièces de 5 francs; le dévot dépense 7 pièces de 5 francs 
et rentre chez lui avec le double de ce qu’il avait en entrant dans 
l'église. Quelle somme d'argent avait-il d’abord ? 


5. Une femme porte des œufs au marché : elle en vend à une 
première personne la moitié plus la moitié d’un; elle vend à une 
deuxième personne la moilié de ce qui lui reste plus la moitié d'un 
œuf; enfin, en vendant à une troisième personne la moitié de ce 
qui lui reste plus la moitié d'un œuf, il ne lui reste plus rien. Com- 
bien avait-elle d'œufs? 


6. Un corps formé d’un alliage d'or et d'argent pèse P grammes; 
plongé dans l’eau il n’en pèse plus que P’. Quelle quantité d’or et 
d'argent contient-il, sachant que la densité de l'or est ô et celle de 
l'argent d’? 


7. Trouver la limite de l'expression 


mmy 
m’ —ı 


pour m = œ. 
A 2 
ghi =ar 
8. Trouver la limite de zart pour æ = 1. 


9. Démontrer que le déterminant qui a pour éléments les déter- 
minants mineurs d'un déterminant de degré z est la z — 1®™° puis- 
sance de ce déterminant. 
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CHAPITRE VI. 


DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ ET DES QUESTIONS 
QUI EN DÉPENDENT. 


I. — DE LA RACINE CARRÉE. 


Le carré d’une quantité ou la seconde puissance de 
cette quantité est, comme on sait, le produit de deux fac- 
teurs égaux à cette quantité; il en résulte que tout carré 
est une quantité essentiellement positive. 

On appelle racine carrée d’une quantité une quantité 
qui, multipliée par elle-même, reproduit la première; la 
racine carrée d’une quantité À se désigne par le syni- 


bole yA. 


Taéonkme. — 1° Les quantités négatives n'ont pas de 
racine carrée ; 2° les quantités positives ont deux racines 
égales et de signes contraires; 3° zéro n’a qu'une racine 
qui est zéro. 

En effet, soit x la racine carrée de A, on aura, par dé- 


finition mème, 
PSA 


Or, si A est négatif, l'équation précédente n’a pas de ra- 
cines, puisque le premier membre est positif et le second 
négatif; si nous supposons alors A positif et si nous dé- 
signons par a le nombre positif qui, élevé au carré, 
donne A, nous aurons 


2 


2— 
=, 
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ou bien 


x? — a = 0. 
Cette équation peut encore s'écrire 
(æ—a)(x+ a) =o. 


Or il n'y a que deux manières d'annuler le premier 
membre de cette équation, c’est de faire x — a =o ou 
x +a= o0; d’où l'on tire 


æ—a ou t==—a, 
ou, si l'on veut, 


æ= + ya (*), 


ya désignant l’une quelconque des deux valeurs de la ra- 
cine carrée de A, la valeur positive, par exemple. Si 
A = 0, il est bien clair que de l'équation 


AT À LOL = 


on ne pourra conclure que x = o. 

Nous ayons admis qu’il existait toujours un nombre 
positif qui, élevé au carré, reproduisait le nombre posi- 
tif A. Nous avons vu, en effet, que s’il n'existait pas de 
nombre commensurable tel que 


0" = A; 


on était convenu de définir racine carrée de À la limite 
vers laquelle convergeaient les fractions croissantes dont 
le carré était inférieur à A. Done, etc. C. QeF. D. 
Rappelons enfin que le carré d’un binôme (a + b) se 
compose du carré de a, du double produit de a par b et 
du carré de b; c’est ce qu’exprime la formule suivante, 


(*) Le signe Æ s'énonce plus ou moins. 
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que l’on vérifie aisément d’après la règle de la multipli- 
cation des polynômes, 


(a+ b} = a+ 2ab + b. 


IL. — Résozurion DE L'ÉQUATION ax? + bx +c =o. 
La forme la plus générale sous laquelle peut se pré- 
senter l'équation du second degré est 
(1) ax + bx + c—=0, 


a désignant une quantité essentiellement différente de 
zéro; b et c sont d’ailleurs quelconques. Pour résoudre 
cette équation, on commence ordinairement par diviser 
chacun des coefficients par a (*), puis on pose 


€ 
(2) == ps oi À 


(*) On peut résoudre directement l'équation (1) de la manière sui- 
vante : on la met sous la forme 


(+) pre 
2Va 


et l'on vérifie aisément, en développant le carré indiqué, l'identité de 
cette formule avec l'équation (1). On déduit immédiatement de là 


b \_b— hac 


puis 
P oan 
P ca LÉ ja, 
2Va 2Va 
ou 
—b+ yb — {ac 
vya ? 
2Va 
ou enfin 
— b yb — hac 
2a 
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elle prend alors la forme 
(3) + pr + q—0. 

Si l’on observe alors que x? + px sont les deux pre- 
miers termes du carré de x + Z ordonné par rapport aux 


puissances décroissantes de x, l'équation précédente 
pourra s'écrire 


p \? D? 
(-+2) —T+4=0, 


ou bien, en faisant passer les termes connus dans le se- 
cond membre, 


(4) (+2) =F -0 


2 


Jusqu'ici nous n'avons fait subir à l'équation (1) que des 
transformations incapables d'altérer la valeur des ra- 
cines. Quelques auteurs continuent le calcul en disant : 
extrayons la racine carrée des deux membres de l’équa- 
tion (4) : cette locution est vicieuse. En effet, on sait que 
les deux équations 


AB UAT =; 


n’admettent pas les mêmes racines, en sorte que le rai- 
sonnement reste incomplet. Toutefois, on peut faire ob- 
server que les solutions de l'équation 


(5) AB 

sont celles des deux équations 

(6) A=—B et A—+B. 
En effet, de l'équation (5), on tire 


A?— B'— 0, 
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ou 
(À + H}(A = B)—= 0. 


Or les valeurs des inconnues qui rendent (A + B) (A — B) 
nul sont celles qui rendent A+ B et A — B égaux à zéro; 
du reste il ny en a pas d’autres, en sorte que l’équa- 
tion (5) équivaut aux deux suivantes : 


NEB=0, C 
c'est-à-dire aux équations (6) comprises toutes deux dans 


la formule unique 
A HER; 


en sorte que l'équation (4) peut être remplacée par la 
suivante 


Mais on peut arriver directement à ce résultat en faisant 


observer que s+? élevé au carré devant reproduire 


2 
ats q est par définition la racine carrée de cette quan- 


tité. Or cette racine a deux valeurs + Ve —q et 


2 VF — q; en sorte que l’on a 


pisa p 
(7) A EAV 
; P z P 
pourvu toutefois que 7 gait positif ou nul. Dans le 
2 
cas où — q serait négatif, l'équation (4) et par suite 


l'équation (1) n’auraient pas de racines, car il n'existe pas 


de quantité x He P dont le carré soit négatif. 
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De l'équation (7) on tire enfin 


(8) FRERES, A 


ou bien 


(9) == — 


Les formules (8) et (9) sont d’un fréquent usage dans 
l'analyse; nous allons en donner immédiatement quel- 
ques applications. 


Première APPLICATION. — Résoudre l'équation 
æ'—4x+3—=0o. 


Nous assimilerons cette équation à l'équation (3), nous 
ferons p =— 4, q = 3, et en appliquant la formule (8), 
nous trouverons 

z—22% V4 —3, 
ou 

TEE 1; 


ainsi l’une des racines est 3, l’autre 1, ce que l’on peut 
vérifier à posteriori. 


: p? : se pz ‘ 
Nous avons vu que iT — q était négatif, l'équation 


du second degré n'admettait pas de racines. La for- 
mule (8), dans ce cas, ainsi que la formule (9), de- 
viennent absurdes ; en sorte que ces formules mêmes, lors- 


qu'on cherchera à les appliquer, indiqueront tee 
de racines. 
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DeEuxiÈME APPLICATION. — Résoudre l'équation 
T=22 En — 0: 
La formule (8) donne 


æ—1+ Vi, 
ou bien 

æ=1Ey—6; 
ce résultat montre que l'équation considérée n’a pas de 
racines. 


TROISIÈME APPLICATION. — Résoudre l'équation 
a? + qr +10 —0. 


Nous pourrions encore appliquer la formule (8), mais 
comme nous introduirions ainsi des fractions, le coeffi- 
cient de x n'étant pas divisible par 2, c’est à la for- 
mule (9) que nous aurons recours. Nous assimilerons 
alors l'équation proposée à l’équation (1); nous ferons 
a=1. b—7, c = 10. Nous aurons alors 


= =1#Vig— ío. 
2 


Lva 
w IE 
2 
c’est-à-dire 
z=—5 où r—— 0. 


QUATRIÈME APPLICATION. — Résoudre l ‘équation 
36r? — 127 +1= 0. 


Il faut faire, dans la formule (9), a = 36, b = — 12, 
c = 1; il vient alors 


Es NU 
72 
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ou 
12 i 
T= 72 z= 6° 
ici nous ne trouvons qu'une racine, 
Avec un peu d'habitude, on simplifie mentalement la 


formule (9) lorsque à est divisible par 2, et alors c’est la 
formule 


(10) ro n ——  — 


obtenue en divisant par 2 les deux termes de la fraction 
qui entre dans le second membre de la formule (9), que 
Pon applique. 


CINQUIÈME APPLICATION. — Résoudre l’équation 
4r — 8z + 3—0. 


La formule (10) donne 


es EAU ES 12 


4 
ou 
+ 
- f 4E 
4 
ou 
I 3 
z= et Jam 
2 2 


L'application de la formule (9) aurait donné des chiffres 
plus gros; ainsi on aurait trouvé 


_ — 8+ V64 — 48 
Ea. EE 
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IV. — DISCUSSION DES RACINES DE L'ÉQUATION DU SECOND 
DEGRÉ. 


Reprenons l'équation 
(1) + pr +q=0. 


Nous avons trouvé que les racines étaient données par la 
formule 


(2) z=—2£ yE- 


Š NE EN ES 
Nous avons vu que si la quantité — q était négative, 


il n’y avait pas de racines, et alors la formule (2) devient 
absurde; on convient dans ce cas de dire que les racines 
de l'équation (1) sont imaginaires. 


Lorsque la quantité a —q est nulle, l'équation (1) 


n’admet qu'une seule racine, elle est égale à —L; on 
2 
convient de dire que l'équation (1) a deux racines égales 


ES À 


2 
2 
Enfin, lorsque  — g est positif, on a deux racines 


dites réelles et inégales. On peut observer à ce propos 


que si la quantité q est négative, l'équation (1) a toujours 
2 
deux racines réelles et inégales, car alors — q sera tou- 


jours positive. 
Lorsque la quantité g est négative, ou si l’on veut 
quand dans l'équation 


(3) ax + bx+c=o, 
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c et a sont de signes contraires, il y a forcément une 
racine positive et une négative, car dans la formule (2) 


le radical a une valeur absolue plus grande que — 2. 


Lorsque, les racines restant réelles, q est positif, on voit 
que les racines seront de même signe, car alors la valeur 
absolue du radical dans la formule (2) est moindre que 


— 2, Si p est positif, elles seront négatives; sinon, elles 


seront positives. 
Si nous désignons par x’ et æ” les racines de l’équa- 
tion (1), nous aurons 


2 
a EE L 
2 4 


En ajoutant ces deux formules membre à membre, on 
trouve 


a+ æ" = — p. 


En les multipliant membre à membre, on trouve 


On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Tuéorème. — La somme des racines de l'équation (1) 
est égale à — p, leur produit est égal à q. 
I, 10 


http://rcin.org.pl 


146 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 
Ou, ce qui revient au même : 
La somme des racines de } équation (3) est égale à 


b Ee 
— —, leur produit à —- 
a a 


Si donc on se proposait de former une équation du 
second degré, admettant pour racines deux nombres don- 
nés x’ et x", il suffirait d'écrire 

a (2 + x")x+ aa" —o. 
Du reste, en résolvant cette équation, on trouve 

a a" E y(t x") Er 
+ 2 


ou 
4 "AS. 
zx + x! LT z 


c'est-à-dire 


Il arrive dans certaines questions que l’on connaît la 
somme s de deux quantités x’ et x” ainsi que leur pro- 
duit P; pour déterminer ces quantités, il suffit d'observer 
qu’elles sont racines de l'équation du second degré 


(4) æ — sr + P= o0. 


En effet, la somme des racines de cette équation est s, 
leur produit est P; du reste, il est facile de prouver que 
l'équation (4) fournit la solution complète du problème. 
En effet, si l'on pose 


on voit, par la première de ces équations, que 


M =s— 2, 
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et, par conséquent, la seconde peut s'écrire 


z'(s— zx )=P, 
ou bien 
x" — sx! + P —0; 


ce qui prouve que x’ est une racine de l'équation (4). On 
verrait de même que x” est racine de la même équation. 
Si l’on donnait 


x’ et — x" seraient racines de l'équation 
æ% — dx — P — 0. 


ExemrLE. — Trouver deux nombres dont la somme 
Jasse 12 et dont le produit fasse 27. 


Ces deux nombres sont les racines de l'équation 


æ'—12%2-+279—0; 
d’où l'on tire 
xz =6 Æ+ V36 — 27, 


FOES, 


et par suite les nombres cherchés sont 9 et 3. 


V. — Discussion DU TRINÔME ax? + bx + c. 
Proposons-nous d'étudier la manière dont varie le tri- 
nôme 
(1) y=azr + bz +o, 


lorsque l’on fait croître x depuis — œ jusqu’à ++. 
Si nous posons comme plus haut 


b c 


TE ER t] 


10. 
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la formule (1) donne successivement 


b c 
a pa ka or À 
t «a a 
(2) y =a (i + pe +q). 
Nous distinguerons trois cas: 
2 
g’ 7 — q >o. L’équation y = 0 a ses racines réelles 


et inégales. Dans ce cas, la formule (2) donne 


o [eg] 


? 

E — q étant positif, on peut le poser égal à 2°, et la for- 
4 

mule précédente donne 


a ey] 


Cette égalité montre que le trinôme y est la différence 
2 
de deux carrés; ces carrés sont [(++£ }VÆ a a | et 


(1VÆ a) ; le signe + placé sous le radical convenant 
au cas où a est Ro et le signe — au cas où il est négatif. 

Le trinôme y peut encore se mettre sous une autre 
forme. L'équation (3) peut s'écrire 


To) 
ne) 


c’est-à-dire, en désignant par x’ et x” les racines de l'é- 
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quation y = 0, 
(5) y =a (x — z’) (x — x"). 


Ainsi le trinôme y, dans le cas que nous examinons, est 
le produit de deux binômes du premier degré. Si nous 
identifions cette valeur de y avec celle que fournit la 
formule (2), il vient 


+ prt +q =(x£— z) (z —2"), 
ou bien 


a + pr +q = r —(x H l)a za. 


Cette relation ayant lieu quel que soit x, on a (Cha- 


pitre II, p. 52) 
n E E a A E a 


Nous retrouvons les relations démontrées p. 145. . 
Ceci posé, supposons a`> o, et reprenons la for- 


mule (4), 


(4) y=a| (2+2) x] 


. . . . . ` D 
Si nous faisons varier æ depuis — « jusqu'à — Ë, y va 
: 2 


LA 


Fu ‘ ARETE 
décroitre, car le seul terme variable (z + z) décroît et 
P p T : sans P 
s'annule pour x = — 2: Si nous continuons à faire croi- 

p\° : 
tre x, le terme (+ = es 2) va croître et repassera, pour des 


» . 3° D " 
valeurs de x équidistantes de — 2, par les mêmes valeurs 
que précédemment; en sorte que la plus petite valeur que 


peut prendre y correspond à x = —2, demi-somme des 
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‘ racines de l'équation y = o. Cette valeur est — a}? ; du 
reste, pour x = +  , y est égal à l'infini. 

Pour a = o, y est toujours nul. 

Enfin, pour a < o, il est facile de voir, sans recom- 
mencer la discussion, que y croît depuis — jusqu’à 


. ` D LA 4 
— a}°, lorsque x varie de — æ à — 2, puis décroît de- 


puis — a}? jusqu’à — œ lorsque x varie de —? à+o. 


2 
2° Supposons Ë- — q = o. L'équation y = o a ses ra- 
pp 7i q q ti 


cines égales. Dans ce cas, on peut écrire comme plus 
haut 


J=a(x# +pxr+q)=a [(-+2)-(5 -4) |: 


2 
Mais comme & — q = 0, 


4 
(ei) 


Le trinôme y est donc un carré parfait si a est positif 
et un carré parfait pris en signe contraire si a est négatif. 


x variant de — œ à — 2, demi-somme des racines, 
y décroit si a est positif, croit dans le cas contraire; 
x variant de — Ê à + œ roit si iuf et dé 

ca , y croit si a est positif et dé- 
croit dans le cas contraire. 


2 
3° Supposons Ë- — q < o. L'équation y = o a ses ra- 


á 


cines imaginaires. On a toujours 


rafle] 
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2 
Mais comme T — q < 0, on peut poser 


a a a 


et dans ce cas on voit que y est, au signe près, la somme 
de deux carrés dont l’un ne contient pas la quantité x; 
aussi y ne peut-il s’annuler pour aucune valeur attribuée 
à cette lettre : c'est ce qui explique pourquoi, dans ce 
cas, l'équation y = o n’a pas de racines. 

Les variations de y s’étudient dans ce cas comme dans 
le premier; de cette discussion résultent plusieurs faits 
importants : b 

1° Si l'équation y= o a ses racines réelles, le tri- 
nôme y passe deux fois par zéro; il est de mème signe 
que son premier terme ax? quand x n’est pas compris 
entre les racines, ce qui peut se voir sur la formule 


il vient alors 


y= a(x — x)(x — x"). 


Il est de signe contraire à son premier terme quand x 
varie entre les racines x’, x”; enfin il est la différence 
de deux carrés. 

2° Si l'équation y =o a ses racines égales, le tri- 
nôme y est toujours de même signe que son premier 
terme ax’, excepté lorsque x devient égal à l’une des 
racines : il est un carré parfait. 

3° Si l'équation y =o a ses racines imaginaires, le 
trinôme y conserve toujours le signe de son premier 
terme ; il est au signe près égal à la somme de deux carrés. 


http://rcin.org.pl 


152 TRAITÉ D ALGEBRE. 
Nous venons de voir que dans le cas où le trinôme 


y =ar + be +e 


égalé à zéro avait ses racines égales, il était un carré par- 
fait, du moins au signe près. Il est facile de démontrer 
que : 


Pour qu'un trinôme du second degré soit un carré 
parfait, il faut que, égalé à zéro, léquation résultante 
ait ses racines égales. 


En effet, ax? + bx + c ne peut être que le carré d'un 
binôme. Soit mx + n ce binôme, on doit avoir 


ax? + bæ + c= (mz + n}. 


Or, en égalant (mx + n)° à zéro, on trouve deux racines 
égales. Du reste, la formule précédente donne 


ax + br + ce = mr + 2mnx + n’, 
et en identifiant, 
m'=a, 2mm—=b, M e. 
On déduit de là 


m == ya e e — Ve; 
et par suite, 


a + bæ + c= (x Va + Ve). 
En remplaçant dans l'équation 
2mn = b 
m et n par leurs valeurs ya et ye, on a 
2 Vac =b, 
ou bien, en élevant au carré, 


kac =b, b—fac=o. 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VI. 153 
Nous retrouvons ainsi par une autre voie la condition 
qui doit être satisfaite pour que l'équation 


ax + br +c—=o 


ait ses racines égales. 


VI. — EXAMEN DU CAS OU LE COEFFICIENT DE X° 
EST TRÈS-PETIT. 
La formule 
— bt Vb Lac 
(1) æ = PEN de 
2a 


qui donne les racines de l'équation 
(2) ax’ + br + c= o, 


a été démontrée pour toutes les valeurs de a différentes 
de zéro. Il est intéressant de rechercher ce qu’elle devient 
quand on y introduit l'hypothèse a = o qui fait dispa- 
raitre l’une des racines de l'équation (2) en l'abaissant au 
premier degré; en d’autres termes, nous allons voir ce 
que devient la racine qui disparaît pour a = o. Si l’on 
introduit directement zéro à la place de a dans la for- 
mule (1), les racines 


(3) LE ER VES Le ESS, 
7 2a 
— b — yb — kac 
"Pao 
4) = 
prennent respectivement les formes illusoires 
x' = 27 "= ara LA 
o 


Ces formules ne nous apprennent rien; mais si nous 
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multiplions les deux termes de la fraction qui représente 
la valeur de x’, formule (3), par — b — Vb” — ac, et 
les deux termes de la fraction qui représente la valeur 
de x”, formule (4), par — b + Vb? 4ac, en observant 
que l’on a 


(u — o) (u + o) = ut — o, 

e 2 
2a(—b — Vb — kac kac) 
ANAA pæ). 


ou simplement, en supprimant le facteur commun 24, 


on trouve 


2e = 2c 


DETTE RE 
— b— VB Zac Zac — b + yb — {ac 


xt x= 


Si l’on fait alors tendre a vers zéro, on voit que Vb?°— 4 ac 


: c å ; 
tend vers b, par suite x’ tend vers — 7° racine de l'é- 


quation 
br+c=o, 


å 
tandis que x” augmente indéfiniment. Ainsi, eñ em- 
ployant un langage figuré dont nous avons fait connaitre 


le sens (p. 127), on peut dire que pour a = o l’une des 
racines de l’équation (2) devient infinie et que l’autre est 


égale à — Ê 
gale à — > 


Lorsque a est très-petit, les formules (3) et (4) sont 
fort peu commodes pour le calcul des racines. En effet, le 


radical yb? — 4ac est peu différent de b; il faudra donc 


le calculer avec un grand nombre de chiffres pour que 


— b+ V ac 


2a 
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ne soit pas nul ou donne une faible approximation 
pour x’. Voici une méthode qui permet de calculer x! 
assez rapidement et qui permet d'évaluer l'erreur absolue 
commise sur les résultats auxquels on arrive. 

Commençons par diviser les deux membres de l’équa- 
tion (2) par b et résolvons par rapport à x, il vient 


PRET Re? 
ou bien, en posant 
c Eu 
RERI 
(5) r T—=7y+eax, 


La quantité g est très-petite, comme a; on aura alors une 
première approximation x, en négligeant æ? et en pre- 
nant 

= y: 


La racine dont on approche ainsi est la plus petite; l’autre, 
en effet, est très-grande, et il n’est pas permis de négliger 
ax’ pour la calculer. Si à la place de x? dans l’équa- 
tion (5) on substitue x}, on aura une seconde approxi- 
mation x,, en général plus satisfaisante que la première, 


t= y + ari OÙ 2 =y + ap. 


En remplaçant toujours dans l'équation (5) x* par x!, 
on obtiendra une nouvelle valeur approchée de x 
= Har} OÙ z= y + ay + aay + y, 


et ainsi de suite, 

Comme nous ne calculons que la valeur absolue de x, 
nous supposerons y positif; s'il était négatif, on calcule- 
rait alors — x au lieu de x, et le terme connu dans le 
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second membre de l'équation (5) deviendrait positif. 
Nous aurons alors deux cas à distinguer : 
1° a `> o. Dans ce cas, on a évidemment 


LIT > PACS LEE las sen 
PCT PU E TE EA 


Les erreurs sont toujours par défaut, mais on approche 
sans cesse du résultat cherché. Voici comment on peut 
calculer l'erreur commise à chaque opération. Lorsque x 
dans le trinôme du second degré varie en dehors des ra- 
cines, le signe de ce trinôme est le même que celui de 
son premier terme; lorsqu'il varie entre les racines, ce 
signe change. Il résulte de là que deux valeurs de x, qui 
substituées dans 


(6) z—y— a 


donnent des résultats de signe contraire, comprennent 
une racine, Ceci posé, après avoir calculé x,, on remar- 
quera que æ, mis à la place de x donne un résultat né- 
gatif, car y + ax? est égal à x, > £s; on forcera alors la 
valeur trouvée x, de x de la quantité imposée comme 
limite à l'erreur, et l’on verra si le résultat de la substi- 
tution à la place de x dans l'équation (5) donne un ré- 
sultat positif. 
ExemrLE. — Résoudre l'équation 


(7) 0,0087: — x + 1—0, : 
ou 
æ—=1+0,0082. 
On posera 
= 


æ—=1+0,008— 1,008, 
x, = 1 + 0,008 X 1,008 = 1,008128512, 


z, = 1 + 0,008 X 1 „008128512 = 1,0081305. 
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Si l’on substitue à la place de x dans l'équation (7) 
1,0081306, on trouve un résultat négatif, tandis que 
1,0081305 donne comme 1 un résultat positif; donc 
1,0081306 et 1,0081305 sont deux valeurs approchées, 
l’une par excès, l’autre par défaut. 

2° Supposons æ < o. Dans ce cas on aura, si en valeur 


absolue y > ay? ou 1 > «7, 


MAS M Mr MIA as aai 
CEE NC NC 


Les erreurs seront donc alternativement par excès et par 
défaut. De plus, chaque valeur approchée est comprise 
entre celle qui la précède et la suit; on est donc dans les 
meilleures conditions pour apprécier l'erreur commise à 
chaque opération. 

Lorsque l’on aura ainsi calculé la plus petite des ra- 
cines, l’autre s’en déduira par l’une des formules 


b 


I 
e S ou rag 


Nous avons supposé æ petit, mais surtout petit par 
rapport à 7; en sorte que, par exemple, non-seulement 
en valeur absolue 


1> 41 
condition qui doit être satisfaite en théorie, mais encore 
12>100 Où 100047, 
condition pratique pour la simplicité des calculs; s’il n’en 
était pas ainsi, il faudrait recourir à la formule 


1— Vi ay, 


z= 
N 2% 
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Le cas où c est très-petit présente les mêmes difficultés 
que celui où a est très-petit; il se ramène à celui-ci, en 
posant dans l'équation (2), 


d’où 
c? + bz+a—=o. 


z une fois calculé, x s’en déduit par la formule précé- 
dente. 


VII. — Des ÉQUATIONS BICARRÉES. 


On appelle équations bicarrées les équations de la 
forme 


(1) axí +- bz’ + c= 0; 


elles se ramènent immédiatement aux équations du se- 
cond degré en prenant x? pour inconnue, On en conclut 


Une équation bicarrée aura donc en général quatre 
racines. Si b? — {ac < o, elle maura pas de racines; car 
alors il existe pas de valeur pour x° qui satisfasse à Pé- 
quation (1). Si Pune des quantités comprises dans la 
formule 

— b+ yb — fac 
== 


est négative, l'équation n’aura que deux racines; si elles 
sont négatives toutes deux, l'équation (1) n'aura pas de 
racines. 

Nous allons faire connaître une formule qui permet de 
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simplifier dans bien des cas le calcul des racines de l'é- 
quation (1); les racines de cette équation sont de la forme 


VA + VB. 


Le problème que nous allons nous proposer de résoudre 
est celui-ci : 


Propiime. — À et B étant censés rationnels, on de- 
mande de trouver deux nombres x et y rationnels satis- 
faisant à la relation 


(2) VA + VB = Vu + Wv. 
Remarquons auparavant que si l’on a 
m + Vn = m' + Va’, 


m, n, m’, n' désignant des nombres rationnels, on aura 
forcément 


MES US 
si yn et yn’ ne sont pas commensurables, En effet, 
yn = (m — m + Vr') A 
et en élevant au carré, 
(3) n=(m — m} + n +2 yr (m — m). 


Or le produit 2 Vn’ (m — m) sera incommensurable tant 
que m — m' ne sera pas nul; car si ce nombre était com- 
mensurable, on pourrait poser 


2 Va! (im! — m= E, 


u et y étant des nombres entiers; d'où 
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yn’ serait donc égal à un nombre commensurable, ce qui 
est contre notre hypothèse. Mais alors, si mZ m’, le se- 
cond membre de la formule (3) est incommensurable, le 
premier ne l’est pas; donc il faut que l’on ait m = m’, et 
par suite n = n’. 

Ceci posé, revenons à la formule (2). En élevant au 
carré, On a 


A + VB = u +0 + 2 Vw; 
d’où nous concluons 
= I 
Auto, yB=2yw ou 7B=w. 
4 


Nous ferons ensuite observer que si le radical VB est pris 
avec le signe —, les radicaux yu et yv devront être pris 
avec des signes contraires. On connait ainsi la somme et 
le produit de u et v; ces quantités (p. 146) sont donc 
racines de l'équation du second degré 


Z'— AÅz+ = =0. 


4 
On en déduit 


Cette formule résoudra le problème toutes les fois que 
A?— B sera un carré parfait. Toutefois, nous ferons ob- 
server que la formule (4) est une identité et qu'elle a 
lieu dans le cas où les nombres A et B sont tout à fait 
quelconques. En effet, les deux nombres u et v ont été 
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déterminés par la condition de satisfaire aux formules 


I 
u+r—= A, uv — du 
qui satisfont à la condition 
u+eo +2 Vu = AL y, 
c'est-à-dire 
Vut Ve = VA + VB, 
quels que soient A et B. Du reste, la formule (4) se vé- 


rifie aisément en élevant ses deux membres au carré. 
ExemrLE. — Résoudre l'équation 


a +p +q= o0. 
On a 


P° 
PR -E+  — q. 


Appliquons au calcul de x la formule (4). Pour cela, il 
faut faire dans cette formule 


2 
a =È, s: É— 7’ A —B—37; 


il vient alors 


La transformation en question réussira donc toutes les 
fois que q sera un carré parfait; ainsi l'équation 
z — 242° + 36 = 0 
donnera 
z=+(6+3+V6—3), 


ou 


z=+(3+ V3). 
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VIII. — PROPRIÉTÉ REMARQUABLE DU TRINÔME 
x* + pr? +q. 


Le trinôme x* + px° + q peut toujours se mettre sous 
la forme d’un produit de deux trinômes du second degré. 
Ceci est évident lorsque les racines de l’équation 


+ pr+q—o 


sont réelles, en considérant x? comme l’inconnué ; alors, 
en effet, en désignant par x’ et x” ces racines, on a 


at+pr+q=(x—z)(z — zx"). 
Supposons donc x’ et x” imaginaires, alors on a 
2 
(1) A —g <0. 


D'un autre côté, en considérant x* et g comme les termes 
extrêmes d’un carré, on a 
(2) z + prè +q = (2+ Vg) +(p— 2q) x. 
Mais de la relation (1) on tire successivement, en obser- 
vant que si p >0, 

P< 4q, 

p< 2V4, 

p—2Vq<o. 


Si p est négatif, cette formule sera satisfaite d'elle-même. 
La formule (2) peut alors s'écrire 


a + pr? + q = (a+ Va) — x (V2 Va EF LA 
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ou bien 
a + pr + q 
=(P Vg3—xV2Va— p) (2+ Va + z 2 Va — p). 
C. Q: F. D. 
APPLICATIONS, — On a 


at—1=(z+i)(z— 1), 


s1 = (z1 — a y2) (2+1 + x a). 


IX. — DEs QUESTIONS DE MAXIMUM RÉSOLUBLES PAR DES 
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 


On appelle maximum d’une quantité variable une va- 
leur de cette quantité plus grande que celles qui la pré- 
cèdent ou la suivent immédiatement. 

On appelle minimum d’une quantité variable une va- 
leur de cette quantité plus petite que celles qui la pré- 
cèdent ou la suivent immédiatement. 

Comme on voit, le maximum d’une quantité n'est pas 
la plus grande de toutes ses valeurs; celle-ci porte le nom 
de maximum absolu. On appelle de mème minimum ab- 
solu d'une quantité la plus petite de toutes les valeurs de 
cette quantité, 

Si nous considérons, par exemple, une courbe si- 
nueuse MN (fig. 4) et une droite DE situées dans un 


Fig. 4. 


même plan, la distance d’un point quelconque de MN 
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à DE est une quantité variable qui est maximum en B et 
en K, minimum en A et en C. Un minimum, comme on 
voit, peut être plus grand que certains maximums. 


ProsLème I. — Trouver le maximum d'un produit 
de deux facteurs dont la somme est constante et égale 
à 24. 


Soit x l’une des parties de la somme, l’autre sera 
2a— x, et l’on aura, en désignant par y le produit que 
l'on veut rendre maximum, 


y =æx(2a— x), 
ou bien ` 
æ% — 2axz + y = 0; 
d'où l’on tire 
æ— a+ Va y. 


A l'inspection de cette formule, on voit que la plus 
grande valeur que puisse prendre y est a°, car pour de 
plus grandes valeurs de y, x n’existerait plus; pour 
y = 4, on a x = a. Ainsi les deux facteurs du produit y 
sont égaux lorsque ce produit est maximum absolu; du 
reste y peut décroître de a° à — œ% . 


Prosrème I. — Trouver le minimum d'une somme 
de deux facteurs dont le produit est constant et égal 
à p°. 

° 
En appelant x lun des facteurs, l’autre sera Es ot 
a 


y désignant la somme que l’on veut rendre minimum, on a 


2 
z+ =y, 


ou bien 
w? — zy + p=0, 


KR 
JE Vr—4r 


1 
T= — 
2 
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On voit immédiatement que l’on peut faire croître y* au 
delà de toute limite, mais que l’on ne peut pas lui donner 
de valeurs inférieures à 4p°. y = 2p est donc un mini- 
mum, y =— 2p un maximum ; du reste on a alors 


2 = 


I 
D LEON 
3? = LP; 


et l’on reconnait que les facteurs doivent être égaux pour 
qu'il y ait minimum, égaux et de signe contraire pour 
qu'il y ait maximum. 


Prosrème II. — Trouver les maximums et les mini- 
mums de la fraction 


_ aIt br +c 
T m+ nz +p 


(1) 


Résolvons par rapport à x, nous aurons successivement 


z'(my —a) +x (ny — b) + py — c = 0, 


„— 2 btn — b) — 4(my + a)(pr —c) 
‘> 2(my— a) 


Si nous posons alors 
n?— 4mp =}, — 2nb + mc + 4ap= p, b—Gacx,, 
il vient 


ny — bE Var + py +y 
z=- , 


2(my — a) 


formule dans laquelle le:trinôme u placé sous le radical 
devra être positif. Nous aurons trois cas à distinguer : 

19 p— ly > o. Le trinôme Ày° + uy + y = u peut 
alors se mettre sous la forme 


n=À(y—7')(r—7") où-7'< y”. 
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Si alors À est positif, le trinôme wu ne sera positif que pour 
toutes les valeurs de y non comprises entre y’ et y”, 
y' sera alors une limite d’accroissement pour y, un maxi- 
mum, La valeur correspondante de x sera 


1 
DE. re 
2(my' — a) 


y", au contraire, sera un minimum, et la valeur corres- 


pondante de x sera 
__ ny"—b 
7 2(my"— à) 


Si, au contraire, À est négatif, u ne sera positif que pour 
les valeurs de y comprises entre entre y’ et y”, y' sera 
un minimum, y” un maximum, 

2° Si p?— 4)y est nul, le trinôme « est un carré par- 
fait au facteur À près ; si ce dernier est positif, les valeurs 
de x prennent la forme 


„> y +B / 
~ 2{(my — a) 


Il est clair que y peut passer par tous les états de valeur 
possibles; il n’y a donc ni maximum ni minimum. Si À est 
négatif, on ne peut donner qu'une seule valeur admissible 
à y, celle qui annule le trinôme u. 

3° Si p°— 4)y < o, dans ce cas, le trinôme u conserve 
toujours le signe de À; si donc À est positif, il n’y a pas 
de maximum ni de minimum; si À est négatif, il n'y a 
pas de valeur admissible pour æ : ce cas ne peut pas se 
présenter. Il est bien clair, en effet, que si l’on donne à x 
une certaine valeur dans l'équation (1), il en résultera 
une autre pour y, et par conséquent, pour certaines va- 
leurs données de y, il existera des valeurs correspon- 
dantes pour x. 
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Revenons au cas où l’on aurait 
— 4)y = 0. 
Si l’on remplace À, p, v par leurs valeurs, on a 


B— fo = (Gme + ap — anb} — 4 (n°— 4mp) (b° — ac), 
ou bien 


W — fo = 16 (me + a p’ + acn? + mpb’ 
— mnbc — abpn — 2acmp). 


Si l’on suppose a = mi, b = ni, ¢ = pi, la relation pré- 
cédente donne 
p— {hr = o. 


Nous savons, en effet, qu'alors y conserve une valeur 
indépendante de x. 

Il nous reste à examiner le cas où À = o. Dans ce cas, 
il y a toujours un maximum ou un minimum donné par 
la formule 


Y=— = 


p 


X.— SUR QUELQUES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINI- 
MUM RÉSOLUES A L'AIDE DE PROCÉDÉS ÉLÉMENTAIRES. 


ProsLème I. — Trouver le maximum d'un produit de 
plusieurs facteurs dont la somme est constante. 
Considérons d’abord le cas de deux facteurs a et b. On a 
a+ b} a — bY? 
Paien ’ Has: 7 F, 
Laissons la somme a + b constante; il est clair que le 
premier membre de cette égalité sera maximum quand le 
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\ 
Ja 


-silam b si 4% j 
terme soustractif T O sera minimum. Si donc on 


peut prendre a — b, on aura alors la valeur maximum 
de ab. 

Considérons maintenant un nombre quelconque de fac- 
teurs abc... l; il est bien clair qu'on ne change pas 


a+b us 
- Mais si a et b 


leur somme en remplaçant a et b par 


sont différents, on voit, d'après ce qui précède, que ab 


, 


. g e m a 
sera inférieur à ( 


b\? A g 
) ; donc, tant qu'il existera deux 


facteurs inégaux dans le produit, il ne sera pas maxi- 
mum; donc enfin le maximum cherché a lieu lorsque tous 
les facteurs sont égaux. 

Remarque. — Il est bon d'observer toutefois que si la 
nature de la question que l’on traite ne permet pas de 
prendre les facteurs égaux, la solution que nous venons 
de donner doit être modifiée ainsi qu'il suit : 


Un produit de plusieurs facteurs dont la somme est 
donnée est maximum lorsque la différence entre deux 
facteurs quelconques est la plus petite possible. 


Prosrème Il. — Trouver le minimum d’une somme de 
termes dont le produit est constant. 


Nous considérerons d’abord deux termes a et b; nous 
aurons alors 


a+ b= \(a — b} + 4ab. 


On voit immédiatement que ab étant constant, a + b sera 
d’autant plus petit que (a — b) sera plus petit; si donc 
on peut prendre a = b, a + b sera minimum. d 

En raisonnant comme dans le problème précédent, on 
démontre facilement que le minimum d'une somme de 
termes dont le produit est constant a lieu lorsque ces 
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facteurs sont égaux ou ont entre eux des différences 
aussi petites que possible. 


Prosrème MI. — x + y + z +... est constant, trou- 
ver le maximum de 


"y" 3P..., 


expression dans laquelle m, n, p,... sont des nombres 
constants. 


Il est clair que le maximum de x"y" zP... a lieu en 
même temps que celui de 


z m pi R 2 P 

m n Np] o. 
Mais l'expression précédente est le produit de m-+n+p... 
facteurs dont la somme est égale à x +y + 2..., cest- 


à-dire constante; le maximum aura donc lieu quand ces 
facteurs seront égaux, ou que 


Prosrème IV. — Trouver le cône maximum inscrit 
dans une sphère de rayon donné. 


Si l’on désigne par a le rayon de la sphère, par x le 
rayon de la base et par y la hauteur du cône, la quantité 
qu'il faut rendre maximum a pour expression 


È rx? 
Fri 
ou simplement 
a: 


Or on trouve facilement entre x et y la relation 


æ'=y(2a— y). 
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Si l’on remplace alors x° dans l'expression à rendre maxi- 
mum par la valeur que nous venons de trouver, elle de- 
vient 

x'(2a— 7). 


Or la somme des facteurs y, 2a —y est constante et 
égale à 2a; il y aura donc maximum (voir le problème 
précédent) lorsque l’on aura 


“à 
PAL 
ou 


z— 2 a ÿ2 
= 2 a = ya . 
y , 3 

ProsLème V. — Trouver le cône minimum circonscrit 
à une sphère de rayon donné a. 

Soient x le rayon de la base, y la hauteur du cône, la 
quantité à rendre maximum est toujours 


(1) Jy 


Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire 
sur l’une des génératrices du cône, on obtient une figure 
dans laquelle deux triangles semblables qu'il est aisé d’a- 
percevoir donnent la relation 


y —a a (y—a)} _ a? 
-9 m CC — 


Vry = a+» 7 


Si nous résolvons par rapport à x°; il vient 
AE ay’ à Le æ& y? y 
(y—a}—a y —2ay 
En multipliant par y et en ayant égard à l'équation (1), 
il vient 
ay 


z= —————— 3 
Vy k 
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Or z sera minimum quand 


1} 947 


z ay 


sera maximum. Or cette dernière expression peut s'écrire 


: 1 
Si l’on observe que — est constant et que. la somme des 


2a 2a 1 : 
facteurs ES eti— # est constante, = sera maximum, et 


par suite z minimum lorsque l’on aura 


Cette donnée suffit pour construire le cône minimum. 


EXERCICES. 


4. On a employé deux ouvriers gagnant des salaires différents : 
le premier ayant été payé- au bout d'un certain nombre de jours a 
reçu 96 francs, et le second ayant travaillé six jours de moins n’a 
eu que 54 francs; s’il avait travaillé tous les jours et que l’autre 
eùt manqué six jours, ils auraient reçu tous les deux la même somme. 
On demande combien de jours chacun d'eux a travaillé et le prix 
de sa journée. 


2. On remet à un banquier deux billets sur la même personne : 
le premier de 55o francs, payable dans sept mois; le second de 
720 francs, payable dans quatre mois, et il donne pour le tout une 
somme de 1200 francs. On demande quel est le taux annuel de l'in- 
térèt d’après lequel ces billets ont été escomptés. 


3. Deux lumières sont placées en A et B; trouver en quel point C 
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de la droite AB il faut placer un écran pour qu'il soit éclairé égale- 
ment par ces deux lumières d’intensités mm et z. (Tiré de l’#/gébre 
de Clairaut.) - 


4. Résoudre les systèmes d'équations 


(z+ y? =13, 
10 
(ay = 5, 
l z=6 
zx? — == d, 
æ—y =b 
sp =, 
T—Y = 
5. Résoudre en nombres entiers l'équation 
a+ y = i 
D 
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CHAPITRE VII. 


THÉORIE DES PROGRESSIONS. 


I. — PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES. 


On appelle progression arithmétique une suite de 
termes dans laquelle chacun d’eux est égal au précédent 
augmenté d’une quantité constante positive ou négative 
que l’on appelle raison de la progression. 

Considérons la progression arithmétique 


(1) DO CE RENE 


Soient r la raison et z le nombre des termes; on aura 
par définition même 


b=atr, c=b+r,.s., 1=k+r. 


On voit déjà, d’après cela, que le second terme b est 
égal au premier plus la raison; le troisième terme c est 
égal au second & plus la raison, c’est-à-dire au premier 
plus deux fois la raison; en ajoutant la raison à c, on 
trouve d, donc le quatrième terme est égal au premier 
plus trois fois la raison, et, en général, le n”? terme Z 
est égal à a plus n — 1 fois la raison. On peut donc 
écrire 

=a+ (n— ijr, 


ce qui donne lieu au théorème suivant : 


Taéorëme I. — Dans toute progression, un terme 
quelconque est égal au premier (et l’on peut prendre 
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pour premier terme celui que l’on veut), plus autant 
de fois la raison qu'il y a de termes avant lui. 


Prosième. — Trouver la somme des termes d'une 
progression arithmétique. 

Désignons par s la somme des termes de la proges- 
sion (1). Nous aurons, en conservant d’ailleurs les mêmes 
notations que tout à l’heure, 


(1) s—a+b+c+...+k+L 


Nous pouvons aussi écrire, en renversant l’ordre des 
termes, 


(2) s=l+k+...+ce+b,+ a. 


Or la suite Z, k,..., c, b, a peut être considérée comme 
une progression arithmétique ayant pour premier terme 2 
et pour raison — r. Si l’on considère alors les i*"** termes 
des progressions (1) et (2), on trouve respectivement 
pour leur expression a+i—1r et l— i— ır; leur 
somme est donc a + L. Il résulte de là que si l’on ajoute 
les formules (1) et (2) terme à terme, la somme des termes 
de même rang sera toujours a + /; on peut donc écrire 


25—{(a+l)xXn, 
c’est-à-dire 


( l) 
(3) s=, 


formule que l’on peut encore écrire comme il suit, en 


remplaçant / par sa valeur a +n — 1r, 


__(2a+n—ir)n 
= 


La formule (3) montre que: 


Tutorème II. — La somme des termes d’une progres- 
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sion arithmétique s'obtient en ajoutant les termes ex- 
trémes et en multipliant le résultat par la moitié du 
nombre des termes. 


Arrricarions. — Les entiers successifs forment une 
progression arithmétique dont la raison est 1. On a donc 
ici a = 1, r= 1, et en désignant par s la somme de n 
entiers consécutifs commençant par 1, 


niri) 
2 


Les nombres impairs forment aussi une progression 
arithmétique. La raison est 2, le n®”° nombre impair est 


1+n— I .2 ou 27 — 1, et l’on trouve, pour la somme 
des n premiers nombres, n°. 


II. — DES PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES. 


On appelle progression géométrique une sùite de 
termes dans laquelle chacun d'eux est égal au précédent, 
multiplié par une quantité constante que l’on appelle 
raison de la progression. 

Considérons la progression géométrique 


LP PO PAR E 


Le second terme b est égal au premier multiplié par la 
raison; pour avoir le troisième terme c, il faut multi- 
plier b par la raison, ou, ce qui revient au même, mul- 
tiplier a deux fois de suite par la raison; on verrait de 
même que, pour avoir le quatrième terme, il faut multi- 
plier le premier trois fois de suite par la raison, et d'une 
manière générale : 


Tuéonime I. — Un terme quelconque d’une progres- 
sion géométrique s'obtient en multipliant le premier 


http://rcin.org.pl 


156 TRAITÉ D’ALGÈBRE. 


autant de fois par la raison qu’il y a de termes avant 
P quu y 


lui. 


Tl résulte de là que, en désignant par q la raison de la 
progression , ses termes peuvent s'écrire de la manière 
suivante : 

a, aq, ag°,..., aq", 


Si nous désignons par s la somme des termes de cette 
progression, nous pourrons écrire 
s=a (i +q +P +... +g '). 


Or, si l’on se reporte au Chapitre III, p. 49, on recon- 
naît immédiatement que la quantité écrite entre paren- 
thèses n’est autre chose que le quotient de q” — 1 divisé 
par q — 1, en sorte que l’on a 


q= 

Cette formule peut encore s’écrire 
T lq — a 
RTE 


On peut trouver la quantité s d’une autre manière, en 
observant que 
sq = aq + bq +...+ q, 
ou bien 
sq =b+c+...+1+ lg; 


d'où l’on conclut 
sq — s = lq — a, 
et par suite 
À lq — a 


D 
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EXERCICES. 


4. Trouver le produit des termes d’une progression géométrique. 
2, Dans les formules 


= (a+ l)n 


l=a+n—ir, 
2 


relatives aux progressions arithmétiques, on peut se donner deux 
des quantités 4, /, r, r, et se proposer de calculer les deux autres. 


3. Problème analogue pour les progressions géométriques. 


4. Les termes des progressions géométriques croissent avec une 
rapidité qui dépasse l'imagination. Voici quelques exemples qui 
pourront convaincre le lecteur. 

Trouver la quantité de blé obtenue en plaçant 1 grain sur la 
1" case d’un échiquier, 2 sur la 2°, 4 sur la 3°, et ainsi de suite en 
doublant toujours jusqu’à la 64°. Cette quantité de blé avait été de- 
mandée, dit-on, par l'inventeur du jeu d'échecs comme récompense 
de sa découverte. (Hätons-nous de dire que cette anecdote est d’une 
authenticité fort douteuse.) 

En supposant qu'Adam ait eu 3 fils, chacun d'eux 3 autres fils, 
et ainsi de suite; en supposant de plus que la vie d’un homme soit 
de 1 siècle, on demande quelle devrait être actuellement la popu- 
lation måle du globe. 


En supposant que le prix du pain augmente de 5 de sa valeur 


chaque année, on demande quel devrait être aujourd’hui le prix de 
la livre de pain, sachant que du temps d'Adam ce prix s'élevait 
à 1 centime les 100 kilogrammes. 

Le résultat que l’on trouve donne à réfléchir, surtout si on le 
réduit à une somme payable avec des diamants. 


5. Si la population d'un empire s’est accrue en 200 ans de _ de 


sa valeur primitive, calculer l'accroissement annuel moyen de la 
population. 


N. B. — Nous supposons le lecteur familiarisé avec l'usage des 
Tables de logarithmes. 
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CHAPITRE VII. 


ANALYSE COMBINATOIRE. 


1.— DES ARRANGEMENTS. 


On appelle arrangements de m objets pris n à n les 
résultats obtenus en prenant z de ces objets de toutes les 
manières possibles, de telle sorte que deux quelconques 
de ces résultats diffèrent, soit par les objets dont ils sont 
composés, soit par l’ordre de ces objets. 

Proposons-nous de trouver le nombre des arrangements 
de m objets pris n à n, nombre que l’on désigne habi- 
tuellement par le symbole Am A cet effet, supposons que 
l’on connaisse le nombre des arrangements de m objets 


pris ¿à i, ou A}; si l’on veut former les arrangements 
de m objets pris + 1 à +1, il faudra ajouter successi- 
vement à chaque arrangement des m objets pris ¿à à les 
m — i objets qui n’y entrent pas. On formera ainsi m — i 
nouveaux arrangements avec chacun des anciens, c'est-à- 
dire en tout À}, (m — i) nouveaux résultats. 

En effet, je dis : 1° que tous ces résultats sont des ar- 
rangements différents, car ils diffèrent, soit par l’arran- 
gement composé de ¿objets qui a servi à les former, soit 
par le dernier objet ajouté; 2° qu’un arrangement quel- 
conque de i+ 1 objets s’y trouve, car, si à cet arrange- 
ment on enlève son dernier objet, on retrouve un arran- 
gement de i objets. Or, comme ils ont été tous employés, 
il en résulte qu’il se trouve parmi ceux que nous avons 
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formés; on a donc enfin 


Si l’on observe alors que À,, est égal à m et si dans la for- 
mule précédente on faiti=1, 2, 3,..., n — 1, on trouve 


An =m(m— 1), Aa —=An(m—),..., 
A =A (m —n + i), 


et en multipliant ces égalités membre à membre, puis en 
supprimant dans les deux membres de la formule résul- 
tante des facteurs égaux, 


Amn = m(m— 1)(m— 2)... (m — n+ 1). 


AT AS rN 


JI. — Des PERMUTATIONS. 


On appelle permutations de n objets les résultats ob- 
tenus en disposant ces z objets les uns à côté des autres 
de toutes les manières possibles. 

Proposons-nous de trouver le nombre des permutations 
de n objets; désignons ce nombre par P, (*). Supposons 
que l’on sache former le nombre P; : à chaque permuta- 
tion de # objets, ajoutons un nouvel objet en lui faisant 
occuper successivement la première, la seconde, ..., la 
i+ 1%" place; on formera ainsi (i +1) P; résultats dif- 
férents, soit par la permutation de z objets qui a servi à 
les former, soit par le rang occupé par le nouvel objet. 
En second lieu, une permutation quelconque de :+1 
objets fait partie de celles que l’on vient de considérer, 


(*) On désigne quelquefois ce nombre par le symbole n!. 
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car en lui enlevant le dernier de ses objets, on retombe 
sur une des permutations de ¿ objets, permutations qui 
ont été toutes employées. On a donc 


Pipi = P; (i + 1). 
-En faisant successivement į = 1, 2,..., 7 — 1 et en ob- 
servant que P, est égal à 1, on a 
para ha EE o PAE TEL 
et par suite, en multipliant ces égalités membre à membre, 


EE LEE CEE À 


On peut remarquer que 


Pig: 


Et, en effet, si dans la formule trouvée p. 179 on fait 
m= n, on trouve 


An =n (n—i)(n— 2)... 2.1. = Pa 


UT. — Des COMBINAISONS. 


On appelle combinaisons de m objets pris n à n les 
résultats obtenus en prenant z de ces objets de toutes les 
manières possibles, deux résultats différant seulement par 
la nature des objets qui entrent dans chacun d’eux et non 
par leur ordre. - 3 

Désignons par C,, le nombre des combinaisons de m ob- 
jets pris à à ¿, pour former les combinaisons de m objets 
prisi+1 à i+1;0on peut, à chaque combinaison com- 
posée de à objets, ajouter chacun des m — i objets qui n’y 
entrent pas. On obtient ainsi Ci, x (m — i) résultats 
qui contiendront toutes les combinaisons formées de 
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i +1 objets, puisqu’en retranchant un objet à l’une des 
combinaisons formée de £+1 objets, on retrouve une 
combinaison formée de : objets, et que toutes celles-ci 
ont été employées; mais les résultats que nous obtenons 
de la sorte ne sont pas tous différents. En effet, si nous 
considérons l’un quelconque d’entre eux, quel que soit 
l’objet que l’on en retranche, on retombe sur une combi- 
naison différente formée de : objets; une combinaison 
quelconque de m objets pris ñ +1 à n +1 a donc été 
obtenue par notre procédé de i + 1 manières différentes, 
en sorte que Ba (m — i) représente ¿+ 1 fois Ga A 
a donc 


d’où l’on conclut, en faisant i =1, 2, 3,...,n—1, et 
en observant que le nombre des combinaisons de m ob- 
jets pris un à un est m, 


m—1 :Mm—9 
Ca =m T Ca = Ch A 
SOTE, 
o m n 5 
d’où l’on conclut 
(1) œ __m(m—i)(m— 2)... (m= N 
i its EE 7 


On voit, d'après ce qui précède, que 


Cette formule peut du reste se démontrer directement en 
observant que les arrangements de m objets pris n à z 


~ 
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peuvent s’obtenir en permutant les z objets de chaque 
combinaison de m objets pris n à n de toutes les manières 
possibles, On a donc 


d’où l’on déduit la formule précédente, et par suite, si 
l’on veut, la formule (1). i 
Si l’on adopte la notation n ! pour représenter le pro- 
duit 1.2.3... n, la formule (1) peut encore s'écrire 
| m! 


Tru Qas EEE à 


n!(m — n)! 


IV. — REMARQUES AU SUJET DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 


Proniime I. — Concevons qu'après avoir formé les 
arrangements de m lettres prises n à n on suppose à de 
ces lettres identiques à a, j de ces lettres identiques à 
b, etc.: combien obtiendra-t-on de résultats différents ? 

Supposons d'abord qu'il n’y ait que ? lettres iden- 
tiques à a : 

1° Les arrangements où a n’entre pas seront tous dif- 
férents : ce sont les arrangements de m — i lettres prises 
n à n; leur nombre est A, ; ou 


Pr- Ci” 


2° Les arrangements où a entre une fois seront encore 
tous différents : si l’on veut en connaître le nombre, con- 
sidérons les combinaisons correspondantes; ôtons a, nous 
aurons les combinaisons de m — i lettres n —1 à n —1. 
Si dans chacune de ces combinaisons nous permutons les 


. . n-i 
n lettres qui y entrent y compris &, nous aurons P, Ce 
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résultats différents ou 
P; 


p, On 

3° Les arrangements où æ entre deux fois ne seront 
pas tous différents; si nous ôtons deux fois a et si nous 
considérons les combinaisons correspondantes, elles sont 
en nombre C}_°, et si nous permutons les lettres qui y 
entrent en y comprenant deux fois a, nous aurons P, C73 
résultats qui ne seront pas tous différents, car en permu- 


tant les deux lettres a dans chaque combinaison, on ne 


; P, = 
la change pas; il n’y aura donc en tout que m (eta 
2 
résultats différents, etc. 
Le nombre cherché est donc 
; oa; n—2 CE: Ci f 
P lt i + mt t mat ne nt ME sr =) > 
Y| eN P, P, Re : 


/ 


Supposons maintenant qu'il y ait : lettres égales à 4, 
j lettres égales à b. 

Le terme général de la quantité cherchéesera le nombre 
des arrangements dans lesquels a entre y fois et b » fois. 
Il est facile de voir que ce nombre est 

P, 


n— p— y 
Por, nie 


en sorte que le nombre des résultats cherchés est 


p; 
à . 
P,P, m—=i— j 


n—p—» 


p et y ne devant pas recevoir de valeurs supérieures à à et 
à j. Sans insister davantage, on voit comment on traite- 
rait le problème dans le cas général. 


Prosrème II. — Trouver le nombre des permutations 
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différentes que lon obtient en supposant un certain 
nombre de lettres identiques dans les permutations de n 
lettres. 


Les permuütations de n lettres pouvant être considérées 
comme des arrangements de n lettres z à z, ce problème 
rentre donc dans le précédent. 


Pnoezime I. — Trouver le nombre des résultats 
différents obtenus en supposant, dans les combinaisons 
de m lettres prises n à n, i lettres identiques à a, j lettres 
identiques à b. 


Considérons une combinaison dans laquelle æ entre 
u fois, b y fois...; supprimons les lettres a et b de cette 
combinaison, nous trouvons une combinaison de m—i—j 
lettres prises 7—u—y à n—p—y; donc le nombre 
des combinaisons distinctes où a entre y fois et b y fois 


N — p — ` * . 
est Crai d’où l'on conclut facilement le nombre 


cherché. 


V. — FonMuLe ÐU BINÔME. 


On appelle formule du binôme celle qui fait connaître 
le développement d’une puissance quelconque d’un bi- 
nôme. Cette formule (dans le cas où l’exposant de la 
puissance est entier et positif) paraît avoir été connue 
bien avant Newton, qui n’a fait que l’étendre aux expo- 
sants fractionnaires. On peut consulter à ce sujet : 1° lar- 
ticle Binôme dans le Dictionnaire des Mathématiques 
de Montferrier; 2° un article de M. O. Terquem, in- 
séré dans ses Nouvelles Annales, t. VI; 3° enfin, l His- 
toire des Mathématiques de Montucla. Voici comment 
on peut arriver à cette formule à l'aide de l'analyse com- 
binatoire. 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VIII. 185 


Multiplions entre eux les binômes 
(x +a)(x +b)(x+c)...(x +0). 


Pour faire un produit de deux polynômes, on multiplie 
chaque terme du multiplicande par chaque terme du 
multiplicateur; en d’autres termes, le produit de deux 
polynômes est la somme des produits obtenus en prenant 
pour facteurs un terme dans chaque polynôme de toutes 
les manières possibles. 

Le produit de trois polynômes est donc égal à la somme 
des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme 
dans chaque polynôme de toutes les manières possibles, 
et cette loi est évidemment générale. 

Ceci posé, le produit que nous cherchons est égal à la 
somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un 
terme dans chacun des binômes (x + a), (x + b),... de 
toutes les manières possibles. Prenons d’abord x dans 
chacun des m binômes en question, nous formons le 
terme x"; prenons ensuite x dans m — 1 binômes, et le 
second terme dans le m®™”“ binôme restant; faisons cette 
opération de toutes les manières possibles, nous trou- 
verons 4"! (a+ b+...+71), que l'on peut désigner 
par la notation abrégée 


et Ya, 


déjà employée (première partie, p. 66).... En général, 
si nous prenons x dans m— n binômes, il faudra prendre 
les seconds termes dans chacun des z binômes restants ; 
en répétant cette opération de toutes les manières pos- 
sibles et réduisant les termes semblables, on trouve 


> abc h 


>` abc... f désignant, pour abréger, la somme des pro- 
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duits obtenus en prenant pour facteurs n des m lettres 
a, b, c,..., lde toutes les manières possibles. Ÿ abc...f 


représente donc la somme des combinaisous des m lettres 
a, b,..., f prises n à n sous forme de produits. Si donc 
on vient à supposer a = b = c =. . .= l, le terme que 
nous venons de calculer se réduit à 


Cara. 


Enfin, pour achever la formation du produit que nous 
cherchons, nous prendrons les seconds termes des bi- 
nômes, et nous aurons le terme abc. ..l : nous pourrons 
donc écrire 


(z+a)(x+b)...(z +1) 
(1) 


=a" Hari Pat.. ab... f+...+ab.….l. 


Nous aurons plus loin occasion de faire usage de cette 
formule ; si l’on y fait a = b = c =. . .= l, il vient 


(x+ aP = 2" + mar +... + Oaa +... Ha. 


32 . n 
Cette formule peut encore s’écrire, en remplaçant C,. par 
sa valeur, 


m (m — 1) 


1.2 


(x +a} = 2" + mar! + PH... 


(2) 


m(m— 1)(m —2)...(m—n +1) 


a annt 4", 
TEDAR 


Nous ferons, au sujet de cette formule, plusieurs re- 
marques importantes. 

1° Deux coefficients également éloignés des extrémes 
dans le développement de (x + a)" sont égaux. 
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En effet, en changeant x en a et a en x, les coeffi- 
cients des termes ne changent pas; le premier membre 
de l'équation (2) ne change pas non plus. On a alors, en 
identifiant les deux développements de (x + a)" que l’on 
obtient ainsi, c’est-à-dire en égalant les coefficients des 
mêmes puissances de x, le théorème qu'il s'agissait d’éta- 
blir; il conduit à la formule 


que l'on peut vérifier directement. Elle revient, en effet, 
à la suivante : 


m(m—i)...(m—n+1) m(m—i1)...(r+:1) 
pA SNOR GE PU Hi) e 


Si l’on réduit les deux membres de cette égalité au 
même dénominateur, les numérateurs deviennent égaux 
AE.25920 Ma 

2° Sil'onfaita—=x—1,ona 


Mr ECOLES LEE CC 
30 Si ľon fait a = — x = — 1, on a 
o—1—-0 EG. EOE 


4° Si, dans la formule (2), on met le terme général 
sous la forme 


(3) 


m! opi: 
n! (m — ñn)i* SE 
il désignant d’une manière générale le produit 1.2.3...r, 
si l’on change ensuite a en a+b, le terme général du 
développement de (x + a + b)” sera donné par le terme 
général du développement de l'expression (3) dans la- 
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quelle on aura changé a en a + b, il sera donc 


m!(m— n)! peee 
ni(m— nji (m—n—a)lal" $ i 
arn m! 


na 
n! (m — n —a)!a! 


En changeant ensuite ben b+c, on obtient de la 
même façon le terme général du développement de 
(x+a+b+c)", et en continuant ainsi on trouve, 
comme p. 66, 

m! 


apa À sn 
Nan Peut # 


(z+a+b+... +i =F 


formule dans laquelle on a toujours 
a+ b+... +) +n=m; 


les entiers æ, $... pouvant être Zéro, on y supposera tou- 
jours a° égal à 1, eto! égal à 1. 


VI. — Du TRIANGLE ARITHMÉTIQUE. 


Considérons les coefficients des puissances successives 
du binòme; écrivons sur une première ligne les coeffi- 
cients de la première puissance, c’est-à-dire 1 et 1; sur 


1 
I 
2 el 

6 sa 

16 19116: #0r 
151.20 1.191006 .1 
n°47 39 4 a gui 


D OF © D m 


une seconde ligne écrivons les coefficients de la seconde 
puissance, c’est-à-dire 1, 2, 1, et ainsi de suite, de sorte 
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que les coeflicients des termes de mème rang se corres- 
pondent dans une même colonne verticale. Le tableau 
que nous formons ainsi porte le nom de triangle arith- 
métique ; les propriétés de ce triangle ont été développées 
avec beaucoup de soin par Pascal dans son Traité du 
triangle arithmétique; toutefois il ne dispose pas son 


LD Et rl 
1 AL TR 
o 


1 10 


OMA o 


1 
I 


triangle tout à fait de la même façon que nous. Si ńous 
concevons que, dans le triangle dont nous avons parlé en 
premier lieu, on fasse glisser chaque colonne verticale 
de manière à amener toutes les unités qui sont en tête 
sur une même ligne horizontale, on aura le triangle de 
Pascal. Les nombres qui sont inscrits dans la nè” + 1 
colonne verticale du triangle portent le nom de nombres 
figurés du n°" ordre, les nombres du premier ordre 
ou 1, 2,3, 4,... portent aussi le nom de nombres natu- 
rels, les nombres du second ordre celui de nombres 
triangulaires, les nombres du troisième ordre celui de py- 
ramidaux, les nombres du quatrième ordre celui de trian- 
gulo-triangulaires. 

Taéorëme I. — Le i®" nombre figuré de l'ordre n a 
pour expression 


ifi+i)...(i+n—i) (n + 1) (n + 2)...{n +i— 1) 
"on - 
E S P, L.2.3...(Ì— 1) 


’ 
En effet, les nombres figurés de l’ordre z sont les nombres 


de combinaisons z à n; le premier est relatif à n objets, 
le second à n + 1,... le if" à n +i— 1, en sorte que 
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le à?" nombre figuré de l’ordre n est C,,;_,, ou, d’après 


i—1 


un corollaire (p. 187), C,,;_,, c'est-à-dire 


(it+n—i1)(i+ nr—2)...i a (h+i—i)(r+i—2)...(r +1) 


1:2.0.:,.7 1.2.3...(n—1) E 


expressions identiques avec celles que nous avions an- 
noncées. 


Tatorkme II, — Un nombre figuré est égal au 
nombre écrit immédiatement au-dessus de lui dans le 
triangle arithmétique, augmenté du nombre placé à la 
gauche de ce dernier. 


En d’autres termes, 


Gin = Okna FO 


Cette formule se vérifie très-facilement en remplaçant 


les symboles Chi Chri CE par leurs valeurs. Voici 
comment on peut l'établir directement. Considérons la 
formule 


(+a) H artisanal +... 


démontrée p. 186; multiplions ses deux membres par 
(x + a), nous aurons 


(z+ aisr. (cu. + cs.) az +... ; 


or, en identifiant cette formule avec celle que l’on obtient 
en appliquant directement la formule du binôme à l’ex- 
pression (x + a)"+!, on trouve 


R 
Cri + Gia = Gti . 
C0 D: 


Tutorème I. — Zl résulte du théorème précédent 
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qu'un nombre figuré quelconque est égal à la somme des 
nombres figurés de l'ordre précédent, placés immédia- 
tement au-dessus de lui dans le triangle arithmétique. 


Ainsi, l’on a 


ili+1).. + (+1) 1.2.3... (2—1) IMn 


FERT 7 1.2,3...(n—1) af —i 
i(i +1)... (i+ n— 2) 
+ 1.2.3... (2—1) à 


Le triangle arithmétique dont nous venons de parler 
est un cas particulier d’un triangle beaucoup plus général 
que Pascal appelle aussi triangle arithmétique, et que 
nous allons apprendre à former. 

Dans une première colonne verticale écrivons le nom- 
bre a; dans une seconde colonne contiguë écrivons les 
nombres a, a + b, 2a + b,..., obtenus en ajoutant au 
nombre b les produits de a par les nombres figurés du pre- 
mier ordre ; dans une troisième colonne écrivons les pro- 
duits des nombres du second ordre par æa augmentés 
des produits des nombres du premier ordre par b, et 
ainsi de suite; nous formerons le tableau ci-contre. 


a 
a b 

a a+b b 

a | 2a+b a+2b | b 

a | 3a+b 3a+3b a+3b | b 

a | 4{a+b| 6a+4b| 4a+6b a+4b | 
a | 5a+b | 10a+56b | 10a + 10b 5a+10b | 


Les propriétés connues des nombres figurés montrent : 
1° qu'un nombre inscrit dans le tableau précédent est 
égal à celui qui est placé au-dessus de lui augmenté de 
celui qui est à gauche de ce dernier; 2° un nombre 
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quelconque est égal à somme de tous ceux qui sont écris 
au-dessus de lui däns la colonne précédente. 


Considérons la troisième colonne de notre dernier 
tableau; faisons b = 1, elle se composera de la suite 


1, a+2, 3a+3, 6a+4, 104 +5... 


Lorsque a = 1, on retrouve les nombres triangulaires; 
lorsque a = 2, on obtient les nombres carrés, qui ne sont 
autre chose que les carrés des nombres naturels; lorsque 
a= 3, on obtient ce que l’on appelle les nombres pen- 
tagonaux ; lorsque a = 4, on obtient les nombres hexa- 
gonaux, etc. Voici maintenant la raison de ces dénomi- 
nations. 
Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 


4 S É ~A 
/ 


PT ARMES NI 
e Ae AE Er 40 à 
Considérons la fig. 5 : elle commence par un point; au- 
dessous on a placé deux points, puis trois, puis quatre, etc. 
Si n représente le nombre de points placés sur le côté AB, 
le nombre total des points contenus dans la figure sera 


1+2+3+...+7, 


somme des z premiers nombres naturels, c’est-à-dire re- 
présentera le n° nombre triangulaire. 

Si nous considérons maintenant la fig. 6, si nous dé- 
signons par z le nombre de points contenus dans le 
côté AB, il y aura n° points en tout dans la figure; or, on 
peut évaluer ce nombre d’une autre manière, en obser- 
vant que l’on trouve de chaque côté de la diagonale AC 
k points, À désignant le n — 1*" nombre triangulaire : il 
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y a donc en tout i 


2k +n=n(n—1i) + n= nr 


points dans la figure, c'est-à-dire un nombre de points 
marqué par le n°"*° nombre carré. 

Si nous considérons la fig. 7 et si le côté AB contient 
n points, nous voyons que la figure totale contiendra, en 
désignant par & le n — 1*"* nombre triangulaire, 3 k + n 
points, et ainsi de suite. 


VII. — SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES DES TERMES 
D'UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE. 


Considérons la progression arithmétique 
‘ E ln NS RAEO 


Soit À la raison; nous aurons, en désignant par n un 
entier quelconque, 
n+i (a+) n—i 


Us = (u + hj + = M oy lia 


n+i 


Um = (Unt h) + = um +(n+1)ümh+ 


giii pr +... 


Ajoutons ces égalités membre à membre, il vient, en 
supprimant des termes communs de part et d'autre, 


i=m i=m 


je wh = (n+1)4 Du + EL pyart PTE 
Ft i=1 


A 13 
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d'où l’on tire ` 
n Uma — a n—i 
DA TEAT — 13% 
n(n—31) n= 
aner, k ui iE 


Cette formule permet de calculer la somme des puis- 
sances n°” des termes d'une progression arithmétique 
lorsque l’on connaît la somme des puissances 1, 2, 3,..., 
n —1. 

Proposons-nous par exemple de trouver la somme des 
carrés des p premiers nombres. Il faudra, dans la for- 
mule précédente, faire À = 1 et n = 2; il viendra alors 


(1) 


i=p 
DE LES TE MANS 22 doi D d 
a 3 2 3: 
i=1 
ou bien, réductions faites, 


i= 


Şapte +, 
À Tä 6 


La même formule (1) donne ensuite, pour n = 3, 


c’est-à-dire, réductions faites, 


= 


P 2 
Sepe 
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VIII. — APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES 
A LA SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 


Dans les arsenaux, les projectiles emmagasinés sont 
aujourd’hui de deux espèces : les uns sont destinés aux 
pièces lisses et sont sphériques, les autres sont destinés 
aux pièces rayées et ont une forme cylindro-conique. 

Nous nous occuperons d’abord de la sommation des 
piles de projectiles cylindro-coniques; ces piles sont for- 
mées d’une première rangée de projectiles se touchant 
tout le long d’une génératrice cylindrique. Soit n le 
nombre des projectiles placés dans cette rangée ; au-dessus 
et entre les intervalles laissés par les projectiles de la 
première rangée, on place une seconde rangée de n — 1 
projectiles; au-dessus de cette rangée, on en place une 
troisième composée de n — 2, et ainsi de suite, On forme 
ainsi une espèce de triangle dans lequel le nombre des 
projectiles employés est évidemment le 7°" nombre 


z(a = 2, pour donner plus de solidité à 


triangulaire, ou 


la pile, on place plusieurs rangées verticales, semblables 
à celle dont nous venons de donner la description, les 
unes contre les autres. En désignant par p le nombre de 
ces rangées, le nombre total des boulets sera 


nn +) 
PR FT" 


2 
Donc : Pour avoir le nombre des projectiles oblongs 
contenus dans une pile, comptez le nombre des boulets 
contenus en long et en large à la partie inférieure de la 
pile; si n désigne le nombre contenu dans le sens du 
diamètre et p le nombre contenu dans le sens de la lon- 
13. 
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AE na (r +1 ; 
gueur des projectiles, p. en représentera le nombre 


total des projectiles contenus dans la pile. 

Les boulets sphériques sont rangés le plus souvent sous 
forme de piles rectangulaires; les piles carrées ou qua- 
drangulaires sont moins fréquemment usitées. Enfin on 
n'emploie que rarement les piles triangulaires, et seule- 
ment pour un petit nombre de projectiles, à cause de l’es- 
pace qu'elles exigent. 

Occupons-nous d’abord de la pile triangulaire. Soit z 
le nombre des boulets contenus dans le côté du triangle 
équilatéral qui forme la base de la pile; cette base con- 
tient évidemment un nombre total de boulets égal au 


. . . nin+I 
n'è"e nombre triangulaire, ou La boulets; au-dessus 


de cette base ou première rangée, on en a placé une se- 
conde, en ayant soin de mettre les nouveaux boulets 
entre les interstices laissés par les premiers. Le côté de 
celte seconde rangée ne contient que n — 1 boulets; par 
conséquent, la rangée elle-même contient un nombre de 
boulets représenté par le n — 1°" nombre triangulaire, 
et ainsi de suite, Il y aura donc en tout dans la pile un 
nombre de boulets égal à la somme des 7 premiers nom- 
bres triangulaires, c'est-à-dire égal au n®”° nombre pyra- 
midal (de là le nom de nombres pyramidaux donné 
aux nombres du troisième ordre). 

Donc, si n désigne le nombre des boulets contenus 
dans le côté d'une pile triangulaire, 


n(n+1)(r+ 2) 
1.2.9 


représentera le nombre total des boulets contenus dans 
la pile. 
Considérons maintenant une pile quadrangulaire. Dans 
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cette pile, la base est formée de boulets tangents, les 
points de contact ayant lieu aux extrémités des diamètres 
rectangulaires; la forme générale de cette base est un 
carré, en sorte que si z désigne Je nombre des boulets 
contenus dans le côté, n° représentera le nombre total 
des boulets contenus dans la base. Au-dessus de la base 
se trouve une rangée de (7—1)* boulets, et ainsi de 
suite; en sorte que le nombre total des boulets contenus 
dans la pile est la somme des carrés des n premiers 
nombres, ou 
n(n+i)(22 +1) 
-g 
Ainsi donc, n désignant le nombre des boulets con- 
tenus dans le côté d’une pile quadrangulaire, 


n(n) (an +) 


représentera le nombre total des boulets contenus dans 
cette pile. 

Considérons enfin une pile rectangulaire, sa base est 
construite de la même manière que celle de la pile qua- 
drangulaire. Soient z et n’ les nombres de boulets conte- 
nus dans les côtés de la base; au-dessus de la base, on place 
une rangée rectangulaire ayant n —1 et 7!— 1 boulets 
de côté, et ainsi de suite. Posons n' = n + p; le nombre 
total des boulets de la pile sera 


n(n+p)+(ar—i(r—-ito +... +14 p, 
c'est-à-dire 
w+ (ri) +...+2+i+(r+(r—i)+...+2+i]p, 


ou bien 


n(n+1)(27n +1) n(n+i) 
6. ia gp e? 
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c’est-à-dire 
n(n+1)(3p+ 2r +1) 
RIAT eE 
ou bien 
n(n+1)(3n'— n +1) 
aeg 


On aurait pu arriver à ce résultat en observant que la 
pile pouvait se décomposer en une pile quadrangulaire 
ayant n boulets de côté, et en une autre pile analogue aux 
piles de projectiles oblongs, mais inclinée et ayant p et 
n boulets de côté. 

Donc, n et n’ désignant le nombre des boulets con- 
tenus dans le petit et le grand côté d’une pile rectangu- 
laire, le nombre total des boulets contenus dans la pile 
sera 

n(n+i)(3n — n + 1) 
6 


Si dans cette formule on fait z’ = n, on retrouve la for- 
mule qui convient aux piles quadrangulaires. 


IX. — THÉORIE DES FACTORIELLES. 


Kramp et Arbogast ont donné le nom de factorielle au 
produit d'une suite limitée de termes en progression arith- 
métique. Kramp propose la notation suivante : 

ar—a(a+r)(a +ar)...(a +n—ir). 


Vandermonde propose cette autre notation : 


[a, r =a (a+r)... (a+n—ır). 


Nous adopterons la notation de Vandermonde, et nous 
aurons 

An =[n— n+, F, 

DAE T an 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VIII. 199 
PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — On a 
(1) [a, rY={a+n—ir, —r}. 


En effet, le second membre est, à l’ordre des facteurs près, 
identique au premier. 


DEUXIÈME PROPRIÉTÉ. — On a 
(2) Carre fars (a vai r) 
EN ES C E (a +n—ir)...(a— n—1r) 
équation que l’on peut écrire comme il suit : 
(3) : Torre re [a + n—ir, rfi. 
TROISIÈME PROPRIÉTÉ : 
[aor ren 


THÉORÈME DE VANDERMONDE, DIT BINÔME DES FACTO- 
RIELLES. — On a 


[a +b, r} =a + b= [a,r] + [br], 
[a + b, r} = (a+ b) (a + b +r) =a (a+r) + 2ab+ b (b+ r), 
ou bien 

[a + b, r} =[a, rF + 2[a, r} [b, r] + [b, r}. 


Sans aller plus loin, on peut déjà soupçonner la formule 
[a+ b, r" = [a, rf" + Cr [a, r] [br] 
(4) + [a,r [b, rf... 
+ C [a,r [b, r +... + [b r)", 


qui constitue le beau théorème de Vandermonde. Nous 
venons de reconnaitre que ce théorème est vrai dans les 
cas où l’on a n =1, n = 2. Admettons la formule (4) : 


ANJ 7 
| 


—… -A 
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si nous démontrons qu’elle subsiste quand on change m 
en m + 1, elle sera établie avec toute la généralité dési- 
rable. En effet, étant vraie pour m = 2, elle le sera pour 
m= 3; étant vraie pour m = 3, elle le sera pour m = 4, 
et ainsi de suite. Le mode de raisonnement que nous 
allons employer est d’un usage fréquent en analyse. 
Multiplions par (a + b + mr) les deux membres de 
l'équation (4), il vient, en vertu de l'équation (2), 


(5) [a + b, rH =... Cn [a [b] (a + b+ mr) +, 


et en omettant à l’intérieur des crochets le nombre r qui 
devrait y figurer invariablement. Or on a 


(6) fente + mr) = [af "(a+ m—nr+ nr) 
= [apt + nr[a js, 
(7) [LFE = [bF (b + nr— nr) = [b+ — ar[by. 
En vertu de ces deux relations, léquation (5) peut s'é- 
crire A 
[a+ b, r=... Ch | [bF [a] nr [a= | 
+ [a [op — nr [b] } +. 
=..Cn | [bP pe + [oH [de | 
+ CR [pyh aj 
+ [bj tape | +, 
c’est-à-dire, en groupant différemment les termes, 


[a+ b, r=... (Ch + Cn ) [apr {op +... 


ou bien, en observant que C}, + Cr est égal à Ci}, 
(p- 190), 
[a + b; rr. n n Ca la +. n 


Cette formule west autre chose que la formule (4), dans 
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laquelle on a changé m en m + 1; donc celle-ci est géné- 
rale. (sa 3 EU Ta à 

On peut se proposer de développer la factorielle 
[a, r]"# suivant les puissances de r, et l’on a alors 
(8) [art =a (a + r)... (a+ nr) 
=a s ra" s ra... Spr an HE 5, ra, 
Dans cette formule (p. 185), sı est la somme des z pre- 
miers membres, s, est la somme de leurs produits deux à 
deux, s, la somme de leurs produits trois à trois, etc. 
Kramp, dans son Ærithmétique universelle, trouve les 
coefficients s4, $:,...,s, par la voie récurrente (*), ainsi 
qu'il suit : 
Multiplions les deux membres de l'équation (8) par 
(a+ nir), il vient 
aja +r, r+ 
(9) = anti s, ah r+ i 


+(a+i) | +(r+i)s 


an r?+ sat ri +... 


+ (2+i)s +... 


D'un autre côté, en changeant dans la formule (8) a en 
(a+r) eten multipliant par a, il vient 


afa+r, Ppr 
=a(a +r) + s ar(a+r)"+s;ar(a+ r)... 
ou bien 
ajat r, rp" 


2 
= ai Qu lettre Ca l era Cu | PE 


1 1 
H +s C, + sC, 
1 
+s + s: Cr 
+5, 


(*) On dit que des quantités s'obtiennent par la voie récurrente lors- 
qu'elles se déduisent les unes des autres successivement à l’aide d'équa- 
tions linéaires. 
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En identifiant cette formule avec l'équation (9), on a 


s+ (r+) =s+ Crm 
s+ (n+ 1)s, =$; + si Crh + Chp 
Ss + (n +1): = S PEY AN EF Cii 
ou bien 
si =» 
2 3 
253 = 51 Cn + a 
35, =s Ga + Si Q Cs ag Clé 


Pour terminer ces notions sur les factorielles, nous 
allons résoudre le problème inverse de celui que nous 
venons de considérer, et nous allons développer a” en 
une suite de factorielles. 

A cet effet, nous observerons que l’on a 


a|a,r =a(a+i)... (a+n—ir) X | (a+ nr) — nr}, 


c'est-à-dire 

(10) afa,r} = [a, r] + — nr [a,r]. 

Or on a, en n’écrivant pas la raison r, 
a= fa], 


aœ —a{a] ={aÿ—r{a}, 
a —{[a}a— ra[a] =[a}— 3r[a} + r’ [a], 
a = |a} a — 3r[a} a+ r’ [a] a 

= [a] —6r[a p+ 7r ta} — r [a], 


Si nous posons en général 


a" — |a} + pi r[a y] + pir’ [ay 
+p raft... + pur [a], 
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nous en déduisons 


a+ — aa} + pira[al "+ pr? a[a}2+..., 
c'est-à-dire, en vertu de la formule (10), 


ati — [a] +p, | r[a} +p: ral En 
— n — Pi (2 — 1) 


Si donc a" est développable en une suite de factorielles, 
a"+! Je sera aussi. Or a, aè, a* sont déjà développables 
de cette manière; donc a doit l'être, et par suite af, etc.; 
donc toutes les puissances de a sont développables en une 
suite de factorielles. Si Fon désigne par qi, qe, qs-:. 
les coefficients de [a]" r, [a] r°, [a]"-*r#,..., dans le 
développement de a"+!, la loi de formation des coefficients 
est donnée par la formule 


Q =P >n, Qp =piı— (n—1i)Pi qs =pPs— (n —2)pr,... 


X. — APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES À LA 


DÉMONSTRATION DE QUELQUES PROPOSITIONS SUR LES 
NOMBRES. 


Le nombre des combinaisons de m objets prisn àn 
représente un nombre entier; il en résulte que 


m(m— 1)... (m—n + 1) 
IS U 


est toujours un nombre entier. De là le théorème sui- 
vant: 

Taéorkme I. — Le produit de n nombres consécutifs 
est toujours divisible par 1.2.3... n. 


ConozLaire. — Le produit de n — 1 nombres suivant 
ou précédant immédiatement un nombre premier supé- 
rieur à n est toujours divisible par 1.2.3... n. 
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Tous les coefficients du développement de 
(a+b+c+...+ly 
sont évidemment entiers; il en résulte que 


1.2.3.4.. 
1.2.3...aX 1.2.3... SR M 


représente toujours un nombre entier lorsque l'on a 
a+b +...+À = m; donc: 


Taéonëme IM. — Le produit des m premiers nombres, 
et à fortiori le produit de m nombres consécutifs est 
toujours divisible par 

1:24 PEO s A 2100 DDC: TE 8 | 
si l’on a 
a+- B+... + =m. 


ConozLaiRE. — Si æ est un diviseur de m, le produit 
de m nombres consécutifs sera divisible par 
= 
A E E a)". 
Si dans la formule 


(a+b+e+...+1)" 


=a"+ bn.. PRE Te LEE 
on suppose a = b = c =. . .= l =1; sì, de plus, on dé- 
signe par N la totalité des nombres 4, b,..., l, il vient 
(1) =N + i TT 


Si l'on vient à remplacer dans cette formule m par un 
nombre premier, la quantité placée sous le signe > sera 


un multiple de m; car m! étant divisible par «!£!... à! 
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et m étant premier, (m— 1)! sera aussi divisible par æ! 
m(m—1)! m! 

AEREE als A! 


tiple de m. La formule (1) peut donc s’écrire 


B!...2!; par suite, sera un mul- 


N” = N + multiple de m; 


donc N”—N est divisible par m, et par suite, si m ne 
divise pas N, N"-'— 1 sera divisible par m; de là le 
théorème suivant, dů à Fermat : 


Taéonëme II. — Si m désigne un nombre premier qui 
ne divise pas N, N"—' — 1 sera divisible par m. 


Reprenons les formules démontrées p. 202 : 


2 
s — Crs 
2 3 
253 = Si Ca + Cris 
2 3 $ 
3s; = Sa Cni + Sı Cn + Creis 


ons mn me nm msn 


nti 


NSn = Sni C3 + Saa C3 + se + Crin 


dans lesquelles s4, S2, 53,..., Sn sont les sommes des pro- 
duits 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3, n à n des z premiers nombres. 
En vertu de la première formule, si n + 1 est un nombre 
premier > 2, s, sera divisible par n +1; en effet C}, 


(n+ ı1)r 


est égal à + Or 1.2 divisant (n+1)n et étant 


Ë FA n > 
premier avec (n + 1) divisera z; donc z sera entier, et 


par suite C} divisible par (n +1). 

Si (n + 1) est un nombre premier supérieur à 3, notre 
seconde égalité prouve que ss est divisible par n +1. En 
effet, C}, est divisible par n + 1; pour le démontrer, il 
suffit d'observer que l’on a 


ni (n +1) n(n— 1) 
EE 1.2.3 
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Or C}, est entier; donc 1.2.3 divise (n+i)n(n—:3); 
donc il divise n (n — 1), car il est premier avec (n +1). 
s, est aussi divisible par n +1; donc 25, et par suite s 
l’est aussi. 

En continuant ce raisonnement, on arrive à démontrer 
que ns, — Cris ou 1.2.3... nX n—ı est divisible 
par n +1. Mais 


1.2.3. 0X n — 151.23... n (rn +1) — 1.2.3... n — 1; 


donc 1.2.3... (n+1)— 1.2.3... n— 1 est un mul- 
tiple de n + 1; donc enfin 1.2.3... n + 1 est divisible 
par n +1. De là le théorème suivant, dû à Wilson : 


Taéorème IV. — Si n +1 désigne un nombre pre- 
mier, le produit 1.2.3... n augmenté de 1 sera divi- 
sible par n +1. 

Ce théorème est très-remarquable, car la propriété 
que nous venons d’énoncer n'appartient qu'aux nombres 
premiers. Si, en effet, n +1 n’est pas premier, il aura 
pour diviseur un des nombres compris dans la suite 
1.2.3... n, et par conséquent 1.2.3... 7 +1 ne sau- 
rait être divisible par le diviseur en question, et à for- 
tiori ne saurait être divisible par n +1. 


EXERCICES. 


1. Démontrer la formule suivante due à Abel ( OEuvres complètes 
publiées par Holmboë), 


(æ+a)"= tma (a+ by PD à a(a—2b)(x+2b}"? 


mlim—x)(m—) 
LED 


a(a—3b}(x+36)" +... 
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2. Développer la x*”* puissance d’un polynôme entier en x et 
ordonner le développement par rapport aux puissances croissantes 
de x. 


3. Trouver le nombre des termes du développement de 
(a+b+e+...+ 0) 


4. Trouver tous les diviseurs d’un nombre et la somme de ces 
diviseurs. 


Si a” x< bÊ x c”... >x< 1? désigne le nombre en question, et a, 
b, ¢,..., L ses facteurs premièrs, la sommede ses diviseurs, y com- 
pris l'unité et le nombre lui-mème, sera 


ati y bi à [ô+ i eys 
IT AL EEE EL 
5. Démontrer la formule 


n(n —1) 


1.2.3... n = n"— n(n—1)+ (a — 2} 


(n—=1) (2 — 2) ned A 
_ TE Es (n pan 3) +... E A2; 
en déduire le théorème de Wilson. 


6. Combien peut-on tracer de diagonales dans un polygone de 
n côtés; en combien de points les diagonales et les côtés se ren- 
contrent-ils ? 


7. Combien y a-tl de coefficients dans un polynôme entier du 
degré m par rapport aux z variables x, y,..., 2? 


8. Combien peut-on jouer de parties de bataille différentes? 
9. Combien peut-on jouer de parties de dominos différentes” 


10. De combien de manières peut-on amener un nombre de points 
donné N avec y dés à jouer? 


44. On appelle probabilité d’un événement le rapport du nombre 
des cas favorables à l’arrivée de l'événement au nombre total des 
cas possibles supposés également possibles. 


Ainsi la probabilité d'amener le 6 avec un dé esta parce qu’il 


y à un seul cas favorable à l'arrivée de l'événement attendu, et 6 cas 
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- possibles, à savoir l’arrivée des points 1, 2, 3, 4, 5, 6; d’après cela, 
calculer la probabilité : 
1° D'amener 15 avec 3 dés; 2° d'amener 16 avec 4 dés; 3° de 
gagner 2 lots dans une loterie de 100 billets; 4° de gagner z lots 
dans une loterie de m billets; 5° d'amener pile 4 fois de suite au 
jeu de pile ou face. 


12. Calculer le nombre des boulets d’une pile à base hexagonale : 
la forme générale de la base est un hexagone régulier formé de 
boulets contigus au-dessus, et dans les interstices on place une 
seconde rangée de boulets, et ainsi de suite. 


43. On construit un château de cartes de la manière suivante : 
on place bout à bout z couples de cartes inclinées l’une sur l’autre ; 
pour assujettir la stabilité, on place une carte entre deux couples 
consécutifs, par-dessus on met z — 1 couples dont on assujettit la 
stabilité de la même façon, et ainsi de suite. Combien faudra-t-il de 
cartes pour faire le château ? 


44. Au lieu de faire le château comme dans la question précé- 
dente, on assujettit la stabilité en remplaçant chaque couple par un 
nombre de couples égal à celui des couples primitifs, de sorte que 
la base de l'édifice, ainsi que chacun des étages, affecte la forme 
générale d’un carré. Calculer d'après cela le nombre des cartes 
employées. 
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SECONDE PARTIE. 


CHAPITRE PREMIER. 
NOTIONS GÉNÉRALES. 


I. — Inrronucrionx. 


Nous allons maintenant aborder cette partie de l’Al- 
gèbre appelée Analyse algébrique par Cauchy, Intro- 
duction à l'analyse infinitésimale par Euler. L'analyse 
algébrique a pour but de préparer lesprit à l'étude des 
branches élevées de l'analyse, en ajoutant des conceptions 
plus philosophiques aux spéculations de l’Algèbre élé- 
mentaire. 

Dans l'analyse algébrique, les quantités que l’on con- 
sidère sont systématiquement variables ; l'emploi des let- 
tres devient donc tout à fait indispensable pour les repré- 
senter. Les théorèmes sur les limites, la notion de l'infini 
et de l'infiniment petit reviennent à chaque instant et 
constituent le véritable fondement de la science que nous 
allons étudier. à 

Quelques auteurs ont défini les mots de constante et 
variable; nons ne pensons pas pouvoir substituer à ces 
mots des idées plus claires que celles que l'on y attache 
immédiatement (*). 


(*) « Quantitas constans est quantitas determinata, perpetuo eumdem 


E 14 


er MAT 
AARE ouai 
http-//rciR orgie we 


ATEN KTT 


SAN 
pasanti 
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Lorsque deux quantités dépendent l’une de l’autre, de 
telle sorte que l’une d'elles variant, l’autre varie aussi, et 
que l’une d'elles restant constante, l’autre reste constante 
aussi, on dit qu’elles sont fonctions l’une de l’autre. 

Les fonctions d’une quantité x se désignent par les 
notations 


Fix) E(x)... ple) Y(2)-- -3 F(z), Fix)... 


On dit qu’une quantité f est fonction de. plusieurs 
autres, lorsque, celles-ci restant constantes, à l'exception 
d’une seule x d’entre elles, f et x sont fonctions l’une de 
l’autre; on représente les fonctions de plusieurs quan- 
tités par les notations 


flt, yz) (mr) P(T rs)... 


« ... Le mot fonction a été employé par les premiers 
analystes pour désigner en général les puissances d’une 
même quantité; depuis, on a étendu la signification de 
ce mot à toute quantité formée d'une manière quelconque 
d'une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli Pont em- 
ployé les premiers dans cette acception générale. ... » 
(LAGRANGE, Équations numériques.) 


II. — RAPPEL DE QUELQUES DÉFINITIONS ET THÉORÈMES 
FONDAMENTAUX. 


On appelle limite d'une quantité variable une quantité 
fixe dont elle approche indéfiniment, de manière à pou- 
voir en différer d'aussi peu que l’on veut. 


valorem servans... Quantitas variabilis est quantitas indeterminata, quæ 
omnes omnino valores determinatos in se complectitur. » 


EuLer, Introductio in analysin infinitorum. 
I 
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La limite d’une somme ou d'un produit de plusieurs 
quantités variables EN NOMBRE LIMITÉ est égale à la 
somme ou au produit des limites de ces quantités. 
La limite d'une différence ou d’un quotient de deux 
variables est égale à la différence ou au quotient des 
limites de ces variables. 


Ces théorèmes s'étendent encore au cas où quelques- 
unes des variables seraient remplacées par des constantes, 
pourvu que l’on considère ces constantes comme étant à 
elles-mêmes leurs propres limites. 

On dit qu'une quantité variable est infinie, lorsqu'elle 
peut croître en valeur absolue au delà de toute limite. 

On appelle valeur d’une fonction pour une valeur 
infinie de sa variable la limite vers laquelle tend cette 
fonction lorsque cette variable croît indéfiniment; ainsi 


r I PRE 
on dira que -— est égal à zéro pour x = % . 
z 


On appelle quantité infiniment petite une quantité 
variable qui a pour limite zéro; ainsi on pourra dire 


1 AE s T RE Rares 
que — est infiniment petit pour x infini. Toutefois, il ne 


faut pas confondre ou assimiler le zéro à l'infiniment 
petit; le zéro est constant, l'infiniment petit est variable; 
il peut donc passer par des valeurs très-considérables 
avant d'atteindre sa limite zéro. 


HE, — De La conrinuiré. 


On dit qu’une quantité varie d’une manière continue 
entre deux limites a et b, lorsqu'elle ne peut passer entre 
ces limites d’une valeur à une autre sans passer par toutes 
les valeurs intermédiaires. 

On dit qu’une fonction est continue entre les limites a 


14. 
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et b de sa variable, lorsque, celle-ci variant d'une ma- 
nière continue entre a et b, la fonction varie elle-même 
d'une manière continue. 
On dit enfin qu'une fonction de x est continue pour 
=a lorsqu'elle est continue entre des limites de sa 
variable, l’une plus grande, l’autre plus petite que a. 


Tutorème I. — 1° Lorsqu'une fonction f (x) est con- 
tinue pour x = a, à un accroissement h infiniment petit 
de x correspond un accroissement k infiniment petit 
de f (x); 2° réciproquement, si, dans le voisinage de a, 
à un accroissement infiniment petit de x correspond un 
accroissement infiniment petit de f (x), la fonction f (x) 
est continue. 


1° Si la fonction f (x) est continue pour x = a, il 
existe deux limites a+ a, a— Ê de x entre lesquelles 
f(x) reste continue; si donc on suppose a + h compris 
entre a +g et a— ĝ, f (x) ne pourra passer de la valeur 
f(a) à la valeur f(a+«) sans passer par toutes les 
valeurs intermédiaires; donc il existera une valeur a + A 
de x pour laquelle f (a + A) aura telle valeur aussi voi- 
sine que l’on voudra de f (a). Ceci revient à dire que 
pour un accroissement À infiniment petit et positif de x, 
f(x) prend un accroissement (positif ou négatif) infini- 
ment petit. On ferait un raisonnement analogue sur les 
valeurs négatives de À: la première partie du théorème 
est donc démontrée. 

2° Supposons que la quantité 


K=f(x+h)—S (x) 


soit infiniment petite en même temps que À pour toutes 
les valeurs de x et de x + h comprises entre a + a et 
a—f. Soit p une valeur comprise entre f (a + a) et 
f(a —B); je dis qu'il existera une valeur de x satisfai- 
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sant à la relation 
y=f(x), 


et comprise entre a + a et a — ĝ. En effet, s’il n’est pas 
possible de satisfaire à la condition en question, dési- 
gnons par z la valeur de x pour laquelle f (x) approche 
le plus de p. Supposons, pour fixer les idées, 


F2) <B. 


f(z=h)— f(z) pouvant être pris aussi petit que l’on 
veut, ct par suite moindre en valeur absolue que 
m—f (z), il en résulte que pour des valeurs infiniment 
petites de k, f(z+h)—f(z) est forcément négatif; 
f(x) ne saurait donc franchir la limite p et atteindre la 
valeur a +g, ce qui est contre notre hypothèse. On con- 
clut de là que f (x) passe par toutes les valeurs comprises 
entre a + æ et a — f; elle est donc continue. 


Taéonime II. — La somme, la différence, le produit, 
le quotient de plusieurs fonctions continues est encore 
une fonction continue. 


En effet, prenons par exemple le produit de plusieurs 
fonctions continues f,(x) Xf:(x)... f,(x); chan- 
geons x en x+h : le produit devient f; (x + h), 
fix +h),..., f,(x + h); lorsque l’on fait tendre k 
vers zéro, fı (x + h), fa (x+h)... tendent vers les 
limites fı (x), fa(x).... Or la limite du produit 
fil +h) Xfı(x+ h)... est égale au produit des 
limites de ses facteurs; done f; (x + h) X fa (x£ + h)... 
a pour limite fi (x) Xfi (x)..., et par conséquent 
peut en différer d'aussi peu que l’on veut; donc 
Ji(x) X fı (x)... représente une fonction continue. 

Pour comprendre la force du raisonnement qui pré- 
cède, il faut bien remarquer que si f (x) n’était pas con- 
tinue pour la valeur a de sa variable, f(a + h) n'aurait 
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pas pour limite f (a), ce qui peut arriver de deux ma- 
nières : 1° la fonction f(x) passe brusquement d’une 
valeur à une autre lorsque x ne varie pas sensiblement. 
Ces cas sont très-rares : nous en verrons plus loin des 
exemples. 2° La fonction f (x) existe pour x = a +h, 
mais n'existe plus pour x = a; alors f (a) n'existant pas, 


f(a h) n'a pas de limite. Par exemple, la fonction + 


n'existe pas pour x= 0; elle est discontinue pour x= 0; 
la fonction Vi — x est discontinue pour æ = 1, etc. 

Remanque. — Un quotient de deux fonctions continues 
cesse d’être continu lorsque le diviseur passe par zéro. 
En effet, alors le raisonnement exposé plus haut tombe 
en défaut, car le quotient des limites de deux quantités 
dont le diviseur est nul n'existe plus. 


Taéonème II. — Si u =f (x) est une fonction con- 
tinue de x pour x=a, et si y est une fonction continue 
de u pour u = f (a), y sera une fonction continue de x 
pour x =a. 

En effet, à un accroissement infiniment petit de x cor- 
respond un accroissement infiniment petit de u, à un 
accroissement infiniment petit de u correspond un ac- 
croissement infiniment petit de y; donc, en définitive, 
à un accroissement infiniment petit de x correspond un 
accroissement infiniment petit de y; donc y est fonction 
continue de x. 

Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer 
qu’une somme ou un produit composé d’un nombre illi- 
mité de fonctions continues peut fort bien cesser d’être 
continu, soit en passant brusquement d’une valeur à une 
autre, soit en cessant d'exister, bien que chaque partie 
ou chaque facteur existe encore. Nous verrons plus loin 
des exemples de ce fait. 
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IV. — Des FONCTIONS SIMPLES. 


Toutes les fonctions que l’on considère en analyse se 
raménent à trois types que l’on appelle fonctions sim- 
ples, qui par leur combinaison par voie d’addition, sous- 
traction, multiplication, etc., reproduisent toutes les 
autres ; ces fonctions types ont reçu le nom de fonctions 
simples. On leur adjoint souvent leurs inverses. 

On appelle fonction inverse d’une fonction f(x) la 
fonction y, qui satisfait à l'égalité 


æ=f(y). 


Les fonctions simples directes, c’est-à-dire les types 
que nous allons étudier, sont la fonction simple algé- 
brique, la fonction exponentielle et le sinus. 
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CHAPITRE II. 


DE LA FONCTION SIMPLE ALGÉBRIQUE, DE LA FONCTION 
EXPONENTIELLE ET DES LOGARITHMES. 


J. — PRÉLIMINAIRES. 


Lemme I. — Les puissances successives des nombres 
plus grands que 1 vont en croissant et peuvent dépasser 
toute limite. 

En effet, tout nombre plus grand que 1 peut être re- 
présenté par 1+ +, et l'on a, par la formule du binôme, 
(1-a) =1 4na +... 

c’est-à-dire ` 
(1+ a) >11 4+ na (*). 


(*) Cette formule peut s'établir directement comme il suit : 


(1+ a) =1+a2a+ a, 
et par conséquent 
1+a>1+ 2. 


En multipliant les deux membres de cette inégalité par 1+- «, on a 


G+a)}>1+3aut+au, 
et à fortiori 
(+a > 1430. 


Supposons que l’on ait trouvé 
(a) (+a >1+na, 


je dis que l’on aura 
(+a)! >14 (n+1)x. 


En effet, en multipliant les deux membres de la formule (a) par 1+ %, 
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La formule précédente montre qu’en prenant n suflisam- 
ment grand, (1 +g)” pourra être pris plus grand que ` 
toute quantité donnée; du reste, il est bien évident que 


(G+a}n>(1+ a). 


Lemme I. — Les puissances successives des nombres 
moindres que 1 vont en diminuant et ont zéro pour 
limite. 

En effet, tout nombre moindre que 1 peut être consi- 
déré comme le quotient de l’unité divisée par un nombre 
(1 + a) plus grand que 1, et alors le lemme que nous ve- 
nons de démontrer rend celui-ci évident. 


Lemme III. — Les racines successives des nombres 
plus grands que 1 vont en diminuant et ont l'unité pour 
limite. 

En effet : 1° a désignant un nombre plus grand que 1, 


ÿa = MEEN TEET, 
"Ya = es ; 
donc évidemment 
Va> "Va. 
2° Je dis que l’on peut toujours prendre » assez grand 
pour que 


(1) Va—1<à, 


on trouve 
(G+aÿ>i+(n+i)a+ no, 
c'est-à-dire 
G+aY>1+(n +1) «. 
Done, si la formule (a) est vérifiée pour une valeur de z, elle l'est pour 
la valeur de n immédiatement supérieure d'une unité; or cette formule 


est vérifiée pour n= 2, elle l'est donc pour n= 3, pour n= 4,..., done 
elle est générale. 
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à désignant une quantité aussi petite que l’on voudra. En 
effet, de l’inégalité précédente on déduit 


(2) a< (1+ ò)"; 
or (Lemme I‘), 
1+nð<(1 +8)". 


Si donc on prend 
a L1+ nd, 


à fortiori l'inégalité (2) sera satisfaite, et par suite (1); 
pour satisfaire à la question, il suffit, comme on voit, de 
prendre 

a — 1 


n> 3 > 


ce qui revient à dire que la racine n°” de a a pour li- 
mite 1 lorsque z augmente indéfiniment. 


Lemme IV. — Les racines successives d'un nombre 
moindre que ı vont en croissant et ont l'unité pour li- 
mite. 


Ce lemme est une conséquence du précédent. 


IJ. — DE L'EXPOSANT FRACTIONNAIRE. 


Désignons par a un nombre positif : si nous observons 
que l’on a 


toutes les fois que m est divisible par z, nous serons con- 
m 


duits naturellement à représenter par le symbole a" Vex- 


pression ÿa”, lors même que le nombre m ne sera plus 
divisible par z. Mais pour que cette notation soit logique, 
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il est nécessaire que les règles de l’exposant entier s'ap- 
pliquent encore à l’exposant fractionnaire; c’est ce qui 
a lieu. En effet, 


LAVER 
a" x a! = yar Yap = "Yarrr 
m 
Le e n "+E 
= a” 1= 09 1 


On a donc, pour toutes les valeurs positives et commen- 
surables de g, 
a* af = a*+Ë ` 


on en conclut 


. D 2 a, 
a” ab. a! = at TB at — att Ê+, 


et, en général, 

a*a. al.. o m a t tyke 
On a aussi, pour toutes les valeurs positives et ration- 
nelles de «,6,7,.:., 


a“: af = aÊ, 


car 
aÊ x ab = a”. 
On a encore 
TE EA ad 
a"]1—=a" 9. 
En effet, 
m\p 
= r on 4, n —= 
a" |1 = V(ÿan P = \ Yam 
ne. mp. LAS 
— are — a" =a" #1 
é, PE D 


Enfin, on vérifie aisément que 


(ab) ab, (a:b)—a*:b",.... 
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III. — DE L'EXPOSANT INCOMMENSURABLE. 


Lemme I. — Supposons, pour fixer les idées, le 
QUE m Por 
nombre a plus grand que l'unité; alors, = désignant un 


nombre commensurable, on aura 
= 
r ie 
m 
En effet, a" est égal à a"; or, a" est plus grand que 1, 
donc ya" sera aussi plus grand que 1 (Lemme I, p. 216); 
au contraire, si a était moindre que 1, on aurait 
i m 
Cole 
m 


Lemme II. — a" croft avec z si aest plus grand que 1; 


il décroít dans le cas contraire. 


En eflet, 


, 


m' m m 
a n' — 01 x a"; 


' 
m m 


; +2 
si donc a est plus grand que 1,4" ™ sera plus grand que 
m 


a" ; il serait évidemment plus petit dans le cas contraire, 
ce qui démontre le lemme énoncé. 
Lemme III. — Si le nombre commensurable £ a pour 
m 
limite zéro, a" aura pour limite l'unité. 
En effet, les racines croissantes de a ont pour limite 
l'unité (Lemme II, p. 219); donc il existera toujours 
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une racine, la pè” par exemple, qui sera telle que 


I 
Ya ou ar nE, 
ò étant une quantité aussi petite que l’on voudra; et pour 


UEa si ; 420 
toutes les valeurs de — inférieures à =; on aura à fortiori 
p 


ceci revient à dire que a” a pour limite l'unité. 
Ces préliminaires une fois posés, nous pouvons définir 
l'exposant incommensurable comme il suit. 


” 


$ m m m ve D $ 
Soient —, —, —;,-.. une série de fractions ayant pour li- 
FOIRE QT 
mite le nombre incommensurable x; la limite vers laquelle 
m m 
tendent les quantités a", a" ,... est ce que nous appel- 


lerons a”. Cette limite existe; car, si l’on suppose a > 1 
? ’ 
m m' 


1 _ 


m m . n w 
et—; —,... croissants, a", a" ,... seront des nombres 
n n 


croissants inférieurs à a’, 0 désignant un nombre commen- 


surable supérieur à x; ils auront donc une limite À. Sup- 
4 


re m m z 
posons maintenant que z> =7»°": tendent vers x d'une 


manière quelconque : on peut toujours prendre Z moindre 


que x, mais assez voisin de x pour que 
P 
1— af? 
2 


d désignant un nombre aussi petit que l’on voudra; mais 


. m RE azi ? 
quel que soit, pourvu qu'il soit assez voisin de = et par 
. 
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conséquent de x, on pourra toujours poser, en vertu du 
lemme précédent, 


En, 2 3 
val. abs. \a1 — a” SE 


c'est-à-dire 


val. abs. (, — >) ds 


m 


ce qui prouve que a” a pour limite À, de quelque manière 
m $ 
que — tende vers x. Nous avons supposé a œ 1; en sup- 


posant a < 1, le raisonnement se fait identiquement de 
la même façon. 

Tl va sans dire que les règles de l’exposant entier s’ap- 
pliquent à l’exposant incommensurable; en eflet, on a 


m pP 
a.a = lima” lima, 
A à r 4 
— et & étant les fractions qui ont pour limite x et z. On 
q 
tire de là 
p m 


al = lim a” 


x13 


. " Z 
a7. a = lim a Tis 
a 

1 est ce que nous avons appelé a++, car x+z 


or, lim a 


R m 
est la limite de = EN donc 


atar = anr, 


De cette égalité on peut déduire, comme au paragraphe 
précédent, toutes les propriétés des exponentielles. 
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IV. — DE L'EXPOSANT NÉGATIF ET NUL. 


Si l’on observe que pour m > 7 on a 

aa, 
on est conduit à poser dans tous les cas, comme défi- 
nition, 

ar —\a".a, 
et en particulier, si m = n, 

d ET 

Or on a, dans le cas où m< n, 


a pb À 
at" 
on est donc conduit à écrire 
Li 
M — , 
an" 
ou enfin 
I 
l = —: 
a! 


Les règles de l’exposant négatif sont les mêmes que 
celles de l’exposant positif, En effet, on a 


a x aÊ = af : a* — ak, 
ax a TB — 1: (a*, af) =1 ia” a Ê; 
donc, quel que soit æ et quel que soit ĝ, 


at. ab = at, 
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On en conclut, comme p. 219, 
SAP ET REP, 


a: a — aP, 
Enfin, je dis que l’on a 
(a)? =a”P, 


En effet, si æ est négatif et égal à — g’, on a 


i C = p7 — qe, 


at 8 FF 
Si p’ est négatif et égal à — ĝ’, on a 


(a*)£ = (at) -P = 7 a AE al, 


Ce 


Si æ et Ê sont tous deux négatifs et égaux à — x’, — p’, 
on à 


(a*)8 = (a=#)-8 =: : (a=: ra 


=a” P — aP aP, 


On verrait facilement que 


(ab) == a" n b = ANSE T. 


V. — DÉFINITION DE LA FONCTION SIMPLE ALGÉBRIQUE. 
Son uriLiTÉ. 


Si l’on considère x comme variable et si m désigne un 
nombre constant, x” est ce que l’on appelle la fonction 
simple algébrique. Toutefois, Abel et quelques autres 
géomètres ne regardent la fonction x” comme algébrique 
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qu’autant que l’exposant m est commensurable (voir 
Asez, Sur les fonctions algcbriques des différents ordres, 
œuvres complètes). 

«... La position d'une grandeur à la suite d’une autre 
suflit pour exprimer leur produit; si ces grandeurs sont 
les mêmes, ce produit est le carré ou la seconde puissance 
de cette grandeur. Mais, au lieu de l'écrire deux fois, 
Descartes imagina de ne l'écrire qu'une fois, en lui don- 
nant le nombre 2 pour exposant, et il exprima les puis- 
sances successives en augmentant successivement cet 
exposant d’une unité. Cette notation, en ne la considé- 
rant que comme une manière abrégée de représenter ces 
puissances, semble peu de chose; mais, tel est l’avantage 
d’une langue bien faite, que ses notations les plus simples 
sont devenues souvent la source des théories les plus 
profondes, et c’est ce qui a eu lieu pour les exposants de 
Descartes. Wallis, qui s’est attaché spécialement à suivre 
le fil de l'induction et de l'analogie, a été conduit par ce 
moyen à exprimer les puissances radicales par des expo- 
sants fractionnaires..… Wallis supposa généralement que 


n . dr Au Se . P 
l'exposant — — exprime l'unité divisée par la racine n°?"° 
m 


de la grandeur élevée à la puissance m. Ce fut dans son 
ouvrage intitulé Ærithmetica infinitorum que Wallis 
exposa ces remarques... » (Larcace, Théorie analytique 
des Probabilités, 1°° partie, livre I.) 


VI. — DE LA FONCTION EXPONENTIELLE. 


Lorsque a désigne un nombre positif constant et x un 
exposant variable, la fonction a” est ce que l’on appelle 
la fonction exponentielle simple. « ... L'extension la 
plus importante que cette notation (celle des exposants) 


ait reçue est celle des exposants variables; ce qui con- 
h 15 
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stitue le calcul exponentiel, l’une des branches les plus 
fécondes de l'Analyse moderne. Leibnitz a indiqué le pre- 
mier, dans les Æctes de Leipsick pour 1682, les transcen- 
dantes à exposants variables.... » (Lapzace, Théorie 
analytique des Probabilités, 1"° partie, livre I.) 


VII. — CONTINUITÉ DE LA FONCTION ALGÉBRIQUE 
ET DE LA FONCTION EXPONENTIELLE. 


Tutorème I. — La fonction x*, dans laquelle x dé- 
signe un exposant constant quelconque, est croissante et 
continue pour toutes les valeurs positives de sa variable. 


Faisons varier x entre les limites a et b, x* prendra 


des valeurs comprises entre a” et b*. En effet, x” croit 
avec x si æ est positif, il décroit dans le cas contraire; 
pour le démontrer, il suffit d'observer que si, par exemple, 
æ est positif, et si l’on pouvait avoir 


(z+ 4) La, 
on en déduirait 
CL AE 
x” 
ou 
(1+ <i 


ce qui est impossible, puisque les puissances entières et 
les racines d’un nombre plus grand que 1 sont plus 
grandes que 1. 

En second lieu, si u est compris entre a” et b”, il est 


facile de voir que x” passera par la valeur p. En effet, il 


suffit pour cela de faire x = u*; donc x“ ne peut passer 
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d’une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs 


intermédiaires; x“ est donc une fonction continue pour 
les valeurs positives de x. 
Quand on donne à x des valeurs négatives, la conti- 


nuité peut être interrompue; il y a plus, la fonction z” 


Li 2 
est alors mal définie, car (— 8)° et (— 8)", dans les- 
quelles l'exposant est le mème, représentent respective- 
ment Ÿ— 8 ou — 2 et 


+ V(— 8) =t ÿB =t =+ 2. 


Il est impossible de se faire une idée de la valeur d’une 


expression telle que (— 1)". Enfin, si le nombre z est 
; TAE, SR 
une fraction telle que 3° ç ec, x” n'existe pas. 
Taéonkme IL. — La fonction a, dans laquelle a est 


constant et x variable, croit avec x si a est plus grand 


que 1, elle décrott dans le cas contraire; de plus, elle 
est continue. 


En effet, supposons, pour fixer les idées, a > 1; pour 
démontrer que a* eroît avec x, il suffit d'établir que l'on a 


a" a" pour m>n. 


ve n. D 
Si m et n sont-commensurables et de la forme m = Ê, 


r sé ? 
n = -~ p, q, r, $ désignant des nombres entiers, on a 
5 


t sp L sp 
\ a"— Fe LINE 
{ 


r rq 1\e 
| a"= af = à — (x 4 


L> 2 ou sp > rq. 


(1) 


Mais 
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1 
Or a“? est plus grand que 1 puisque a > 1; donc 


(a) >a, 


ou, en vertu des formules (1), 
a" >> an. 
Supposons maintenant l’une des quantités m ou n in- 


commensurable; soit / un nombre commensurable com- 
pris entre m et n, de telle sorte que 


m>i>n. 


Faisons tendre / vers m, par exemple, en le faisant croître 
et passer par des valeurs commensurables, a! ira en crois- 
sant, et la limite de a! est ce que nous avons appelé a”; 
cette limite est le plus petit des nombres auxquels a! reste 
inférieur; donc, que 7m soit commensurable ou non, on 
a toujours 


ae. 
On verrait de même que f 

aSa; 
donc 

l se 


C. Q. F. D. 


Donnons maintenant à x un accroissement infiniment 
petit À, a” prendra l'accroissement 


k = aïth— nt, 


Il est facile de prouver que cet accroissement est infini- 
ment petit. En effet, on a 


k = aïth— at = aï[ah— 1). 


Mais a* a pour limite l’unité quand À tend vers zéro. 
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Cette proposition a été établie pour les valeurs commen- 
surables de 2 (lemme HI, p. 220); mais comme a! décroit 
avec h, il en résulte que la limite de a” est encore l'unité 
pour les valeurs incommensurables de %. Ce qui revient 
à dire que # a pour limite zéro; donc a* est une fonction 
continue. Ci E D; 
Nous avons supposé a œ> 1 : la démonstration se fait de 
la même façon dans le cas contraire; il est bien entendu, 
du reste, que a est censé positif, la fonction a* n'ayant 
été définie que dans ce cas. 


VIIL. — Des LOGARITHMES. 


La fonction x“ reproduit une fonction algébrique 
quand on en prend l'inverse; la fonction inverse de a” 
cst ce que l’on appelle le logarithme de x pris dans la 
base a : on la désigne par le symbole 


loga £. 
Lorsque a = 10, on écrit simplement 
log x. 


Ainsi le logarithme d'un nombre peut se définir : l'ex- 
posant de la puissance à laquelle il faut élever un nombre 
constant appelé base, pour reproduire le nombre proposé. 


Tutorème Í. — Tout nombre positif a un logarithme; 
les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes. 


En effet, si l’on désigne par x un nombre positif et si 
l'on pose 


(1) aT=®%, 


y sera ce que nous avons appelé le logarithme de x. Or, 
si nous faisons varier y d’une manière continue depuis 
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— jusqu'à + ©, a” variera d’une manière continue 
(p. 227) entre zéro et +% ; donc il passera par la va- 
leur x; done le nombre x a un logarithme. De plus, on 
voit qu’il n’en aura qu’un seul. 

Si l’on avait supposé x négatif, on n'aurait pas pu 
satisfaire à l'équation (1), puisque a” est toujours positif; 
donc les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes: 

Remarques. — On a toujours 


ET A ESS PAL D; E 


loga 0 =— œ pour a>>1, car alors a7*=— 0, 


logo—+x pour a <1, car alors a+”? = 


.......e ROSE PEN NP NOT SON ON INR CR RS RON 


Taéonime I. — Le logarithme est une fonction qui 
croit avec sa variable lorsque la base est plus grande 
que 1; elle décroit lorsque sa variable croit, dans le cas 
contraire. 


Taéonime II. — Le logarithme d'un produit est égal 
au produit des logarithmes de ses facteurs. 


En cffet, si l’on pose 
Ji = loga Lis J= loga Bazes eg Yn — loga Tns 
on a, par définition, 
A TA 


zima, tı, = 4A ss En a"; 


donc 


Di Tate e An = A7 Ta Ta In, 


c'est-à-dire 
PH dates + Ya = OBa Li Lao o + Ta 
ou bien 


loga £, + lOga t: +... = lOga X, 21. +. Lae 
G, QUES ID. 
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Téonëme IV. — Le logarithme d’un quotient est 


égal à la différence des logarithmes du dividende et du 
diviseur. 


En effet, soient D le dividende, d le diviseur, q le quo- 

tient, on a 
D — dgq, 
ou 
loga D = log, d + loga q; 
d’où 
loga q = loge D — log, d . 
Gi D. 


Tatorème V. — Le logarithme d’une puissance d'un 
nombre est égal au logarithme de ce nombre multiplié 
par l’exposant de la puissance. 


En effet, soit y le logarithme de x dans la base a, on 
aura 
a? = T, 


et en élevant les deux membres à la puissance i, 
aÿ = z, 
Cette égalité montre que 


iy = logs zt; 
ou . 
i loga x = loga x. 
C.10. F. D. 


Ces propriétés, sans doute déjà connues du lecteur, font 
de la fonction logarithmique une des plus importantes de 
l Analyse. En effet, si l'on avait une table contenant les 
logarithmes des nombres, on voit que l’on pourrait con- 
sidérablement simplifier les calculs de multiplication, de 
division et surtout d'extraction de racines. Nous allons 
indiquer tout à l'heure le procédé qui a été suivi dans la 
construction des premières tables de logarithmes. 
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IX. — Des Locanrrames D’AprÈs NEPER. 


La découverte des logarithmes est communément attri- 
buée à Neper, baron écossais; toutefois, s’il faut en croire 
le témoignage de Montucla, Michel Stiefels, géomètre 
allemand, aurait fait connaître cinquante ans avant Neper 
la propriété fondamentale des logarithmes 


[logab = loga + logb]. 


«... Mon cher beau-frère et maître Juste Byrge a cal- 
culé, il y a vingt ans et davantage, une belle table des 
progressions avec leurs différences de 10 en 10 avec 
9 chiffres, etc., de sorte que l'invention des logarithmes 
n’est pas de Neper.... » 

Ces lignes, rapportées par Montucla, sont de Benjamin 
Bramer; elles ont été écrites en 1630. A ce qu'il paraît, le 
titre de l'ouvrage auquel ces lignes sont empruntées in- 
dique l'existence d’une préface qui a été perdue et dans 
laquelle la théorie des logarithmes serait exposée tout au 
long. Or l’ouvrage de Neper sur les logarithmes est 
de 1614. Il va sans dire que nous ne nous rangeons ni 
pour ni contre l'opinion de Montucla; pour se prononcer 
sur un semblable sujet, il faudrait faire de longues et 
pénibles recherches qne nous n’aurions ni la patience ni 
le courage d'entreprendre. 

Quoi qu'il en soit, l'invention des logarithmes a pré- 
cédé celle de la fonction exponentielle, et la définition 
que nous avons donnée plus haut de la fonction logarith- 
mique n’est pas celle de ses inventeurs. Nous allons main- 
tenant nous placer au même point de vue que Neper, en 
dégageant ses conceptions des idées de mouvement dont 
elles avaient été accompagnées à l’origine. 

Considérons deux progressions, l’une géométrique 
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commençant par l'unité, l’autre arithmétique commen- 
çant par zéro : 


(1) A A EN N E T. AT 
(2) POIAR SPa i 00 


Chaque terme de la progression arithmétique est dit le 
logarithme du terme de même rang dans la progression 
géométrique. 


Tuéorime I. — Si l’on insère entre deux termes con- 
sécutifs de la progression (1) un nombre suffisamment 
grand de moyens, la nouvelle raison différera aussi peu 
que l’on voudra de l'unité; si entre les termes corres- 
pondants de la progression (2) on insère le méme 
nombre de moyens, la raison de la nouvelle progression 
sera en mëme temps aussi peu différente de zéro que 
l’on voudra (*). 


En effet, les raisons des nouvelles progressions seront 
respectivement 


mtg r: (m1). 


Or ces deux quantités ont respectivement pour limites 1 
et zéro (p. 218); donc, etc. C. Q. F. D. 


Taéonëme I. — Désignons par 1 + a la raison de la 
nouvelle progression géométrique, par þ la raison de la 
nouvelle progression arithmétique, a et Ê pourront, 
comme nous avons vu, être pris aussi petits que l’on 


(*) Insérer m moyens arithmétiques entre a et b, c’est trouver m nom- 
bres qui avec a et b forment une progression arithmétique dont a et b 
soient les termes extrêmes; la raison r de cette progression est donnée 
par la formule b=a+(m+i)rour = (b — a): (m +1). 

Insérer m moyens géométriques entre a et b, c'est trouver m nombres 
qui avec a et b forment une progression géométrique dont a et b soient 
les termes extrêmes; la raison q de cette progression est donnée par la 


formule ù = ag" t' ou g = mE a. 
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voudra, et, lorsqu'ils seront suffisamment petits, la dif- 

férence entre deux termes consécutifs des nouvelles pro- 

gressions pourra étre prise aussi petite que l’on voudra. 
Soient (1+x)", (1+ «)"+! deux termes consécutifs de 

la progression géométrique; leur différence est 

(1+a)(i+a—i)=a(i+ae), 
Je dis que l’on peut prendre æ assez petit pour que 
(1) a (1+ a)" < 6, 


à désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. En 
effet, l'inégalité précédente peut s'écrire 


, ò 
2 — e. 
( ) a< Gi pros ay 
Prenons alors, non-seulement 4 < 9, mais encore 


ô 
ESTHI 


l'inégalité (2) sera alors satisfaite à fortiori, et par suite 
l'inégalité (1), ce qui démontre le théorème que nous 
avions énoncé relativement à la progression géométrique, 
La différence entre deux termes consécutifs de la pro- 
gression arithmétique a pour expression générale 


(n +1)8— rB = ß; 
elle peut donc être prise aussi moindre que toute quan- 


tité donnée, Il résulte de ces théorèmes que l’on pourra 
toujours insérer entre les termes des progressions 


(1) ET E EEE OCT 


(2) PE PAST E ATT 


un nombre de moyens assez grand pour que la différence 
entre un nombre donné N et un certain terme de la pro- 
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gression géométrique soit moindre qu'une quantité don- 
née ð; ceci aura licu lorsque la différence entre deux 
moyens consécutifs quelconques sera moindre que à. On 
pourra augmenter aussi ce nombre de moyens assez pour 
que la différence des deux termes de la progression arith- 
métique correspondants aux deux termes de la progres- 
sion géométrique comprenant N soit moindre qu’une 
quantité donnée £. Soient alors (1+ 4)" et (1+ a)"t' 
les termes de la nouvelle progression géométrique qui 
comprennent N, on dira que m ou (m+1)fest le 
logarithme de N à £ près. Enfin, si l’on fait tendre g 
vers zéro, (1+ x)" tendra si l'on veut vers N, et la 
limite vers laquelle tendra alors mĝ sera ce que Neper 
appelait le logarithme de N dans le système correspon- 
dant aux progressions (1) et (2). 


X., — CONCORDANCE DE LA DÉFINITION NÉPÉRIENNE DES 
LOGARITHMES AVEG LA DÉFINITION ACTUELLE. 


Il est facile de prouver que le logarithme d’un produit 
est égal au produit des logarithmes de ses facteurs, en 
partant de la définition de Neper. En effet, considérons 
d’abord deux nombres N et N’; supposons que ces nom- 
bres fassent partie de la progression géométrique qui sert 
à définir le système, N et N’ seront de la forme q” et q"; 
leurs logarithmes seront de la forme nr et n’ 7”. Or NN’ 
ou g"+" est un terme de la progression géométrique; il a 
pour logarithme (n +n')r, c'est-à-dire nr n'r, c'est- 
à-dire enfin la somme des logarithmes de N et N’, Si les 
nombres N et N’ ne font pas partie de la progression 
géométrique qui sert à définir le système de logarithmes, 
nous insérerons entre les termes de cette progression un 
suffisamment grand nombre de moyens pour que la diffé- 
rence entre deux termes consécutifs de la nouvelle pro- 


http://rcin.org.pl 


236 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


gression soit moindre que à. Soient alors y le nombre de 
la nouvelle progression qui s’approche le plus de N, v’ le 
nombre de la nouvelle progression qui s'approche le plus 
de N’, on aura 


log» + log L= log w. 


Mais ò pouvant être pris aussi petit que l'on veut, les 
différences entre y et N, v’ et N’, entre vy’ et NN’ ct les 
logarithmes de ces quantités pourront être prises aussi 
petites que l’on voudra, et par suite, en passant aux 
limites, on aura 


log N + log N’ = log NN’. 


601 woi 
Reprenons les deux progressions 


(1) lL In Drees 1" 
(2) Oha na A 


nr est le terme de la progression arithmétique correspon- 
dant à g"; or, on a 


On voit donc que les nombres nr de la progression arith- 


métique sont les exposants des puissances auxquelles il 
I 


faut élever le nombre constant q” pour reproduire les 
termes de même rang dans la progession géométrique; 


les premiers nombres sont donc les logarithmes des der- 
I 


niers pris dans la base q". 

Réciproquement, étant donnée la base d’un système 
de logarithmes, il est bien évident que l’on trouvera une 
infinité de couples de progressions capables de le définir. 
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XI. — ConsrrucTION D'UNE TABLE DE LOGARITHMES. 


Les propriétés des logarithmes permettraient de sim- 
plifier considérablement les opérations compliquées de 
l’Arithmétique, si l’on avait un moyen rapide de se pro- 
curer le logarithme d’un nombre, et vice versé, de trou- 
ver le nombre correspondant à un logarithme donné. 

Si, par exemple, il s'agissait d'extraire la racine 27° 
de 5, on aurait 


log Ÿ5 = m log 5. 


Si alors on connaissait le logarithme de 5, celui de Ÿ5 
serait connu, et si l’on avait un moyen de remonter d’un 
logarithme donné au nombre correspondant, on en dé- 


duirait la valeur de Ÿ5. On a donc été conduit à con- 
struire des tables contenant les nombres depuis 1 jusqu'à 
une limite plus ou moins reculée avec leurs logarithmes ; 
nous allons donner une idée de la manière dont ont pro- 
cédé les inventeurs des logarithmes, sauf à revenir sur 
cette question plus tard et à montrer comment on peut 
aujourd'hui simplifier les calculs. 
Partons avec Briggs des deux progressions 


i, 10, 100, 1000, 10000... 
dep ee 2, 8; Mes 


qui présentent cet avantage que, étant donné un nombre, 
on connaît immédiatement la partie entière ou caractéris- 
tique de son logarithme. (La partie décimale prend chez 
les Allemands le nom de mantisse.) « .... Constat ergo 
logarithmus quisque ex numero integro et fractione deci- 
mali, et ille numerus integer vocari solet characteristica, 
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fractio decimalis autem mantissa. » (Eurer, Introd. in 
Analysin, cap. VL.) 

La partie entière d'un logarithme est évidemment égale 
à n—1ı, si le nombre correspondant se compose de 
n chiffres. Si l’on veut calculer les logarithmes des nom- 
bres compris entre 1000 et 10000 avec 7 décimales par 
exemple, on insérera entre 3 et 4 au moins 10000000 
moyens arithmétiques, mais il vaudra mieux substituer 
au nombre 10000000 la puissance de 2 immédiatement 
supérieure diminuée de 1. Soit 2° — 1 cette puissance 
diminuée de 1 ; on insérera entre 1000 et 10000 2° — 1 
moyens géométriques qui auront pour logarithmes les 
nombres correspondants trouvés tout à l'heure; la raison 
de la nouvelle progression géométrique sera Vio; ce 
nombre s’obtiendra par l'extraction de i racines carrées 
successives. On comprend maintenant pourquoi nous 
avons substitué à 10000000 le nombre 2° — 1. 

Les progessions considérées peuvent être prolongées 
vers la gauche, en sorte que les logarithines des nombres 
moindres que 1 sont négatifs; on convient de conserver 
la partie décimale positive en ayant soin de prendre Ja 
caractéristique négative. C’est ainsi que — 0,5 pourra 
s'écrire 1,5, en plaçant le signe — au-dessus de la partie 
entière, 

Avec cette convention, un nombre décimal aura pour 
partie entière 1, si son premier chiffre commence im- 
médiatement après la virgule; 2, si son premier chiffre 
commence un rang après la virgule, etc. 

Nous n'avons pas à entrer ici dans le détail de la con- 
struction d’une table de logarithmes ; nous ne parlerons 


pas non plus du calcul logarithmique, auquel le lecteur 
est habitué. 
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XII. — Du MODULE D'UN SYSTÈME DE LOGARITHMES. 


Il est souvent utile de savoir passer d'un système de 
logarithmes à un autre. Ainsi, par exemple, les premiers 
logarithmes calculés par les soins de Neper m'avaient pas 
pour base 10. Pour les calculer dans la nouvelle base, il 
suffit de les multiplier par un nombre constant : c’est ce 
que nous allons établir. 

Soient x le logarithme de N dans la base a, et y le loga- 
rithme du même nombre dans la base b, on aura 


N= 
en prenant les logarithmes des deux nombres dans la 
base b, on a 


log, N = x loga, 
ou bien 


(1) log N = log, N .logsa ; 
de là le théorème suivant : 


Taéonëme I. — Le logarithme d'un nombre pris 
dans le nouveau système s'obtient en multipliant le lo- 
garithme de ce nombre dans l'ancien système par le lo- 
garithme de l'ancienne base dans le nouveau système. 


Si l’on fait N = b dans la formule (1), on a 


1 = loga b.log,a, 


ou 
lo: 2 
AZ Å; 
c loga b 
donc : 
Tutorème I. — Le logarithme de l'ancienne base 


dans le nouveau système et de la nouvelle base dans 
l’ancien système sont inverses l’un de l'autre. 
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Le nombre constant log, a ou 1: log, b est ce que l’on 
appelle le module qui sert à passer du système dont la 
base est a, au système dont la base est b. 

Lorsque Neper eut inventé les logarithmes, il ne tarda 
pas à s'apercevoir que si æ représente un nombre très- 
petit, et que si Ê est le logarithme de 1 ++, le logarithme 
de 1+ 2%, qui diffère fort peu de 1 + 24 + 2° = (1 + a)", 
diflérera fort peu de 28; de mème, 3£, logarithme de 
(1+c)", différera fort peu du logarithme de 1+ 3 æ... 
donc les nombres très-voisins de l'unité croissent propor- 
tionnellement à leurs logarithmes. La limite du rapport £ 
pour æ = o était ce que Neper appelait le module d'un 
système de logarihmes. Neper crut faire l'hypothèse la 
plus simple en posant 


p 


lim == 1. 
œ 


Il obtint alors un sytème de logarithmes que l’on a ap- 

HA EEE AE 
pelés naturels, népériens, hyperboliques. Effectivement, 
les logarithmes népériens sont ceux que l’on rencontre le 
plus fréquemment en analyse. Proposons-nous de calcu- 


ler la base. 
La base est le nombre qui a pour logarithme 1; or 1 + æ 
1 
ayant pour logarithme f, (1 + «)f aura pour logarithme 
Bou: ; si donc nous supposons f = 1, on aura, en appe- 
lant e la base des logarithmes naturels, 


e= lim (1 Taf pour « = o et lim 


B 


ou 


e — lim (1 +a)” Ê = lim (1 +a)". 
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Nous calculerons plus loin la limite de l'expression 
I 
(1+ a)". Elle est égale à 2,718281828459045... 
Cherchons maintenant le module qui sert à passer des 
logarithmes naturels aux logarithmes pris dans la base a. 
Ce module sera 1: log, a. Soit 8 le logarithme de 1 + x 
dans la base a, on aura 


Di — 


a=lim(i+a)f pour a= o0, 

ou bien 
` I 

log. a = lim [; log. (1 + 2)] ; 
or, pour g très-petit, on a log, (1 + x) = x, ou, pour être 
plus rigoureux, log (1+ x) est un nombre qui, divisé 
par æ, donne 1 pour quotient, lorsque l’on passe aux li- 
mites et que l'on fait « = o ; on en conclut 


: log, (1 + æ) e 
log, a = lim [; enta | Sm s 
: BP a B 


log, a est donc l'inverse de ce que Neper appelait le mo- 
dule. Aujourd’hui c'est log, a ou lim + que l’on appelle le 


module d'un système de logarithmes; c'est, d’après ce 
que nous avons vu, le nombre par lequel il faut multi- 
plier les logarithmes naturels pour avoir ceux du système 
dont la base est a. 


XIII. — Rècze DINTÉRÊT composé. 


De l'argent est placé à intérêt composé, lorsqu'à la fin 
de chaque année on place les intérêts avec le capital. 
Soient a un capital, r l'intérêt de 1 franc au bout d’un 
an; proposons-nous de calculer la valeur À de ce capital 
au bout de z années. 
L 16 
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Au bout d’un an, 1 franc est devenu (1+ 7), a francs 
sont donc devenus a (1 + r); d’où l’on voit que pour ob- 
tenir la valeur d'un capital placé pendant un an, il suffit 
de multiplier par (1+r) la valeur primitive de ce capital. 
Si donc on place le capital æ, qui est devenu a (1 + r), 
encore un an, il deviendra a (1+ r) (1 + r) ou a(1+ r)’; 
si l’on place encore ce capital pendant un an, il deviendra 
a (1 +r)?’ (1+ r) ou a (1 r)’, etc., et enfin, au bout de 
n années, il deviendra a (1 + r)”. On a donc 


A=a(i +r)". 


C’est dans cette formule que consiste la règle d'intérèt 
composé; elle sert à résoudre plusieurs problèmes que 
nous allons examiner successivement. 


Prosrème I. — Trouver ce que devient une somme a 
placée au taux de roor pour 100 pendant un temps t. 
Soient n l'entier contenu dans ż, ọ la fraction qui com- 
plète le temps ż, on aura 
A=a(i+r)+a(i+r)'er, 
3 étant exprimé en fraction d'année. 
ProsLème I. — Quel est le capital a qui, placé à 
100r pour 100, devient À au bout du temps t? 
Si l’on pose t = n +9, n étant le plus grand entier 
contenu dans £, on a 
A=a(i+r)"+ali+r)"ers 


d’où l’on tire 
biet Prices + 
(1+ r) (1 + or) 


a = 


Prosrème HI. — Au bout de combien de temps le 
capital a placé à roor pour 100 devient-il A? 
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Si l’on désigne par n +9 le temps cherché, n dési- ” 
gnant toujours le plus grand entier contenu dans n + ọ, 
on a 


(1) A=a(i+r}+af(i+r}er=a(i+r}(i+ er), 
et en prenant les logarithmes, 
log A = loga + log (1 + gr) +nlog(i+r), 


ou bien 
LS log A — loga _ log(1+er) 
~ log(i1+r) log (1 + r) 
Mais LAURE Lo) est moindre que 1; on a donc, à moins 
log (1 + r) 
d'une unité près, 


pi log A — loga 


— loøg(+r) ; 
` 7 log A — log a x $ $ 
Si donc on évalue ————©— par défaut à moins d'une 
log (1 + r) 


unité près, on aura z; z une fois connu, l'équation (1) 
fera connaitre ọ par la résolution d’une équation du pre- 
mier degré. 


Prosrème IV. — 4 quel taux faut-il placer la somme a 
pour obtenir la somme À au bout du temps n + 9? 
On partira toujours de la formule 
A=a(i+r}+a(i+r)re, 


ou bien 
(i) A=a(1 +r) (1+ re): 


Le taux qui dépend de r s'obtient par la résolution d’une 

équation du (n + 1)" degré; mais on peut profiter de 

la petitesse de r pour la résoudre par approximations 
16. 
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successives, et l’on pose d’abord 
A=a(i+r). 
De là on tire une première valeur de r, 


__ log A — loga é 
= n 


1 L 

trop petite. Si dans l'équation (1) on remplace le facteur 7 
du produit rọ par r,, on trouve, en résolvant par rapport 
à r, une seconde valeur approchée 7, de r, 


FE log A — log{a(1+ 7, ọ)] 
2— CPAS y F TES n 


I, 


trop grande. En opérant avec 7, comme avec 7,, on ob- 
tient une valeur 7, trop petite, et ainsi de suite. 

Dans les problèmes précédents, nous avons supposé 
que les sommes placées ne pouvaient être touchées qu'un 
an après avoir été déposées, à moins de pouvoir être reti- 
rées tout à fait. 

Supposons actuellement (ce qui est évidemment l'in- 
térêt du prêteur) qu'immédiatement après avoir prêté 
l'argent on le retire avec ses intérêts pour le replacer de 
nouveau, et ainsi de suite. Désignons par a la somme 
placée et r l'intérêt simple de 1 franc pendant un an’; au 
bout du temps 9, a sera devenu 


a(1 + 9r). 


Si nous retirons cette somme pour la placer de nouveau 
avec ses intérêts, nous aurons, au bout du temps 8 + 6’, 
une somme 

a(1+ 9r) (1+ 9'r), 


et ainsi de suite; de sorte qu'au bout du temps 
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0 + 9'09" +...+0™, nous aurons la somme 


A =a (1 + 8r) (14+ 0r) (1 07)... (1+ 00r). 


Supposons maintenant que 9 + 0' -+ 0”... conserve une 
valeur constante égale à ©, et que l’on fasse tendre 0, 8’, 
9",... vers zéro; cherchons ce que devient A. Pour cela, 
prenons les logarithmes népériens des deux membres de 


l'équation précédente, et désignons par / la caractéris- 
tique de ces logarithmes, nous aurons 


(1) ZA=la+l{i+6r)+1(+0r) +l(1+0"r) +... 
Mais quand 8 tend vers zéro, nous avons vu que 


lim Heron is? 
Or 


On peut donc écrire 


e désignant une quantité qui s’annule avec 8. 
De là on tire 


1(1+ 0r) = 0r + 0e, 
et la formule (1) devient 
lA = la 4- (0+ 0 +6"...)r+e0+e 0 +e0"..., 
c'est-à-dire, en appelant n une moyenne entre £, £, €/,..., 
lA = la + Or + On, 
et; pour 0:=0, 0=0,."., 


lA = la +0; 
LA 


d'où l’on tire, en désignant par e la base des logarithmes 
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népériens, 


A = ae", 


XIV. — Des annuités. 


Une annuité est une somme que l’on paye chaque an- 
née, soit pour éteindre une dette, soit pour se réserver 
un capital. 


Proszime I. — Pendant n années on paye a francs 
au commencement de chaque année : on demande quel 
capital on aura formé au bout des n années, le taux de 
largent étant 100r pour 100. 


Les a francs placés au commencement de la 1"° année 
sont devenus a (1 + r)". 

Les a francs placés au commencement de la 2° année 
sont devenus a (1 + r)"7*. 

Les a francs placés au commencement de la n° année 
sont devenus a (1 + r). 

On pourra donc retirer, au bout de z années, 


af(i+r)+a(i+r}+a(ti+r}+...+a(i+r) 


c’est-à-dire (p. 176) 
(1 r)"—ı 
a 


(FT Frs (+r), 


ou bien 
ar i 


Pnosime I. — Quelle annuité a faut-il payer pour 
éteindre une dette A en n années, le taux étant de 100r 
pour 100? 


Au bout de n années, A est devenu À (1 + r)”; en dé- 
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signant par a l'annuité qu’il faut payer à la fin de chaque 
année, on devra poser 


Afi+r}=a(i+r}t+a(i+r}+, .+a, 


ou bien 
a _ (14r 
A (14r) M TA 

ou enfin 
(1 + r)"--1ı 


A (1+ r) =a E 


d'ou l’on tire 
(trr 


Mere 


Prosrème II, — 4u bout de combien de temps aura- 
t-on éteint une dette À par une annuité de a au taux 
de 100r pour 100? 


En désignant par n ce temps, il faudra poser 


. a - 
A(1+ r) £=((r + rfi]. 
On résoudra par rapport à n, en ayant soin de choisir le 
plus petit nombre entier satisfaisant à l'inégalité. En 
n —1 années, la dette ne sera pas tout à fait éteinte; on 
fera alors la différence 


A (ir E (iraj. 


On trouvera une quantité d inférieure à A : cette somme 
resterait à payer, Si donc on veut attendre encore un an, 
la dernière annuité devra être d (1 + 7). 


Prosrème IV. — Quelle somme faut-il placer pour 
obtenir pendant n années une rente de a francs, le taux 
étant 1007 pour 100? 
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En désignant par x la somme qu'il faut placer, cette 
somme vaudra au bout de z années x (1+ r)”; la rente 
reçue équivaut à 
I r} — 1 
KET 


afi+r}+a(i+r}+...+a—= = 


? 


puisque, à chaque fois que l’on retire æ francs, c'est 
autant d'argent qui pour le banquier ne rapporte pas 
d'intérêt. On a donc 


a+), 


æ(1+r) = 5 


On tire de là 


EES 
(«+r)r 


Faisons n = œ , nous aurons la somme y qu’il faut pla- 
cer pour obtenir une rente perpétuelle de a francs, 


= in AE im LS] 


Ainsi la somme qu’il faut placer pour obtenir la rente 


perpétuelle est =. 
F 
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CHAPITRE III. 


DES IMAGINAIRES 


I. — Dérinrrions. 


Convenons de représenter à laide du symbole 
(1) ai+bj+c=ai+ bje 
la triple égalité 
DATES = 


sans attacher aux lettres à, j d'autre sens que celui de 
séparation. Les signes j, j, qui pourraient être en plus 
grand nombre, ont reçu de Cauchy le nom de clefs. Les 
formules telles que (1) portent le nom d’égalités symbo- 
liques, et l'on dit, pour abréger le langage, que a et a’ 
sont les coefficients de z et que b et b’ sont les coefficients 
de j. L'ensemble des quantités qui forme le premier 
membre de la formule (1) s'appelle une quantité imagi- 
naire. 

Ainsi, pour nous, une quantité imaginaire se compose 
de l’ensemble de plusieurs nombres qui, dans un calcul 
ultérieur, doivent être respectivement égalés à des nom- 
bres donnés. 

Supposons que l’on ait deux formules analogues à la 
formule (1), ou, pour nous servir du langage consacré, 
supposons que l’on ait deux égalités entre quantités ima- 
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ginaires 
(1) ai+bj+c=ai+bj+ ce, 
(2) mi+nj+p=mi+ai+p, 


On en déduira 


(a+mi+(b+n)j+c+p 


(3) = (ad +mi+(b+n)j+c+p". 


En effet, cette égalité exprime que 
(4) a+m=ad' +m, b+n=b+n, c+p=c+p. 


Mais les formules (1) et (2) exprimaient que 


(5) 


ET D'ÉTAT MITA 


n=n, n=#; p=p}y 


donc la formule (3), qui est équivalente aux formules (4), 
est exacte. D’une manière générale, on peut dire que si 
l'on forme deux quantités imaginaires ne différant que 
par le changement de a en a’, de b en b', etc., elles 
seront encore égales en vertu des formules (5). Ainsi, par 
exemple, faisons le produit des égalités (1) et (2) membre 
à membre, en considérant un instant ? et j comme de 
véritables quantités; faisons ensuite ¿° = — 1, j=— 2, 
ij = 10, et réduisons les termes semblables, il est bien 
évident que l’on obtiendra encore une formule exacte. 

Les clefs tendent à s'introduire tous les jours davantage 
dans l’analyse; leur emploi donne beaucoup d'élégance 
et de simplicité au calcul. Nous avons déjà vu quel heu- 
reux parti Cauchy avait su en tirer dans l'évaluation du 
produit de deux déterminants, 

Hamilton est le créateur d’un système d’imaginaires 
auxquelles il a donné le nom de quaternions; ces imagi- 
naires contiennent trois clefs : elles sont par conséquent 
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de la forme 
ai + bj + ck + d. 


Hamilton convient de traiter les clefs ¿, j, k comme de 
véritables quantités assujetties à vérifier les relations 


= = kpd =mi ki= -j 
ji =k; kj =i, ik = j, 


IL, — Des IMAGINAIRES DE LA FORME 2 +Y V— i. 


De toutes les clefs, celle qui a été le mieux étudiée, 
celle qui est le plus anciennement connue, est celle que 
l’on est convenu de représenter par le symbole ÿ—1, 
qu'il faut bien se garder de confondre avec la racine 
carrée du nombre — 1. Le nombre — 1 n’a pas de racine 
carrée; aussi avons-nous Je droit, sans crainte de tomber 
dans une ambiguïté, de représenter une clef par le sym- 
bole ÿ— 1 qui n’a jamais été défini dans le courant de 
cel ouvrage. 

Nous ferons observer que la position de la clef indique 
assez quelles sont les quantités que l’on doit considérer 
comme égales dans une formule symbolique, pour qu'il 
ne soit pas nécessaire de l'écrire toujours à la même 
place; ainsi, pour nous, les expressions 


sty =r, IN=i >z, V—1r+ 7x, æ+ ir 


seront équivalentes, puisqu'elles expriment que dans une 
égalité symbolique x doit être égalé à la quantité indé- 


pendante de la clef ÿ— r, et que y doit être égalé au 
coefficient de y— r. 


Lorsque le coefficient de ÿ— ; est nul, on n'écrit pas 


http://rcin.org.pl 


252 TRAITÉ D 'ALGÈBRE. 
cette clef; ainsi l'équation 


a+bÿ—1=e 
remplace les deux suivantes : 
a = ce Dao 
De même, lorsque le coefficient de V— 1 n’est pas nul et 


que le terme indépendant de Ÿ— 1 est nul, on n’écriit pas 
ce dernier, en sorte que 
a + b V- —1=d * per 

est équivalent à 

20) bed: 
D’après cela, on voit que la formule 

a + b VET =0 
équivaut aux suivantes 

a= 0, p= 0, 


et l’on est ainsi conduit à dire qu’une quantité imagi- 
naire nulle est celle dans laquelle la partie indépendante 
de Ÿ— 1 et le coefficient de ce symbole sont égaux à zéro. 


Lorsque le coefficient de ÿ— 1 est l’unité, on ne l'écrit 
pas; ainsi 


équivaut à 


On appelle ordinairement les quantités qui ne sont pas 
imaginaires quantités réelles. En toute rigueur, les-quan- 
tités imaginaires sont tout aussi réelles que les quantités 
dites réelles; il est fâcheux que ces épithètes réelle, ima- 
ginaire se soient introduites dans la science, vu qu’elles 
tendent à fausser l'esprit des commençants. 
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Euler, qui a créé la théorie des imaginaires, ne les a 
pas présentées d’une manière aussi rigoureuse qu’on le 
fait aujourd'hui, grâce aux travaux de Truel, Argand, 
Framçais, Mourey, Vallès, Cauchy. Autrefois, les quan- 
tités imaginaires avaient en elles quelque chose de fantas- 
tique: : elles ne représentaient rien, elles servaient d'in- 
strument dans les recherches; mais, à la suite d'une 
décowuverte due à l’emploi des imaginaires, les géomètres 
amis de la rigueur réclamaient une confirmation du ré- 
sultat obtenu, par d’autres voies : c’est ce qui a valu leur 
nom à ce genre de quantités. 


II. — Des QUATRE OPÉRATIONS. 


On appelle somme et produit de plusieurs imaginaires 


de la forme a + b ÿ— 1 les résultats obtenus en faisant 
la somme et le produit de ces quantités absolument 


comme si y— 1, au lieu d'être un signe de séparation 
(analogue aux signes +, —, ><, etc.), était une véritable 
quantité ayant pour puissances successives 


te ty S Rs Ni 

eten général, ¿ désignant un nombre entier, on supposera 
MN, rs, 
EE lies 


D'après cela, la somme et le produit des imaginaires 
x + y ÿ—1 et a + b Ÿ— 1 seront respectivement 


(a +z) + (b+ y) V4, 
ax — by + (ay + bæ) y =i. 


Taéonème I. — Lorsque des imaginaires a + b y—1, 
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a'+ b'V— 1 sont respectivement égales à d’autres, 
c+dW—1,c+d')—1,.., la somme (ou le produit) 
des premières est égal à la somme (ou au produit) des 
dernières. 

En effet, la somme (ou le produit) de a + b ÿ—x, 
a' + b'Y—1,... ne diffère de la somme (ou du produit) 
de c+dy—1,c'+ d'Y— 1, que par la substitution 
de la lettre a à la lettre c, de la lettre a! à la lettre c',..., 
de la lettre b à la lettre d, etc. Mais les imaginaires 
a+ bV— 1, a'+b'V—31,..., étant respectivement 
égales à c+ dy— 1, c'+ d'Y—1, on a 

B=C) (HORS CEE, 
et, par suite, la somme (ou le produit) des premières ima- 
ginaires sera égal à la somme (ou au produit) des der- 
nières. 

Taéonëme IL. — Une somme ne change pas quand 
on intervertit l'ordre de ses parties. Un produit ne 
change pas de valeur quand on intervertit l'ordre de 
ses facteurs. Pour multiplier une imaginaire par un pro- 
duit, il suffit de la multiplier successivement par chaque 
facteur de ce produit. 

Nous appellerons différence de deux quantités de la 
forme x+ y ÿ— 1 l'imaginaire qui, ajoutée à la seconde, 
reproduit la première. 

Tnéonëme MI, — La différence de deux imaginaires 
s'obtient en retranchant l'une de l’autre les parties 
réelles et les coefficients de y— 1. 

En effet, il est clair qu’en ajoutant au résultat ainsi 
obtenu la seconde imaginaire, on reproduit la première. 


Tutorème IV. — Lorsque deux imaginaires À et B 
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sont respectivement égales à deux autres A! et B', la 
différence des premières est égale à la différence des 
dernières. 


On appelle quotient de deux imaginaires A et B de la 


forme x+y ÿ— 1 une imaginaire de la même forme 


qui, multipliée par B, reproduit A. 


Tuéorëme V. — Étant données deux imaginaires 


a+b \— 1, c+dy— 1, leur quotient existe toujours 
tant que l’on n'a pas c= o0, d = o0; de plus, ce quotient 
est unique. 


En elfet, appelons x +y y—ı le quotient, on aura, 
par définition, 


a+byÿ—i=(z+y Vi) (ce + ay=i), 
c’est-à-dire, en vertu de nos conventions, 
a+ byi = ex — dy + V> (dx + er). 


Or cette formule est équivalente aux deux suivantes : 


cx — dy =a, 


dx + ey =b; 
d'où l’on déduit 


ac + bd cb — ad 
: = 


m7 AS T E à 


On aura donc toujours pour x et y un et un scul système 
de valeurs, excepté si l’on a 


+d’ =o. 


Or une somme de deux carrés ne peut être nulle que si 
chacun de ces carrés est égal à zéro; donc enfin le quo- 
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tient de deux imaginaires cesse d'exister quand le diviseur 
est nul (*). CEQ FD, 


Tuéorime VI. — Un quotient de deux imaginaires 
ne change pas quand on multiplie le dividende et le 
diviseur par une même quantité. 

En effet, soient D le dividende, 4 le diviseur et q le 


quotient, on aura 
D=—dX 34. 


Si nous multiplions par m les deux membres de cette 
égalité, il vient 
mD=dxX mx q, 


qui exprime que dm multiplié par q reproduit mD; 
donc g est le quotient de mD par md. c. Q. F. D. 
ConozLarnE. — Pour mettre le quotient de deux ima- 
ginaires 
a+bÿ—1 
ER De 


sous la forme x + y ÿ— 1, il suffit de multiplier les deux 
termes de ce quotient par c — d ÿ— 1; il vient alors 


(a+ bÿ—1)(c— dY—1) 

(e+dÿ—1)(e—dÿ—1)" 
ou bien 

ac + bd (cb — ad) ÿ—1 

e-+ d’ Std’ 


L 


ce que nous avions déjà trouvé. 


(*) Nous n’avons pas défini les mots facteur, dividende, diviseur, etc., 
uniquement pour abréger le discours ; le lecteur comprend parfaitement 
le sens que l’on doit y attacher. Il nous a suffi de définir les mots somme, 
produit, quotient. 
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Taéonime VII. — Lorsque deux imaginaires A et B 
sont respectivement égales à deux autres A' et B', on a 


On appelle limite d’une imaginaire variable 
x + y Ÿ— 1 l'imaginaire fixe dont la partie réelle et le 
coefficient de ÿ— 1 sont respectivement les limites de x 
et de y. 

Le lecteur vérifiera sans peine que les théorèmes sur 
les limites d’une somme, d’un produit, d’un quotient, 
démontrés sur les quantités réelles, s’appliquent encore 
aux quantilés imaginaires. 

Ajoutons à cela que l’on appelle quantité infinie une 
imaginaire dont l’une des parties réelles croît indéfini- 
ment. On appelle aussi quantités imaginaires infiniment 
petites celles qui ont pour limite zéro. 


IV. — Du MODULE ET DE L'ARGUMENT, 


Toute quantité imaginaire x + y ÿ— 1 peut être mise 
sous la forme suivante : 
T ==) 


GT Qt 


Si l’on remarque sri que la somme des carrés des quan- 


T z ` PY 4 
tités Re Dep re == 4 égale à l'unité, on pourra 
+3 Vz 
poser 
x y : 
= = cos 0, — — sin. 
ya + 7° a+ y 


Si l’on pose, en outre, 


r=Ņyť +)’, 
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l'égalité (1) pourra s'écrire 
æ + y V— 1 =r (coso + ÿ—1 sin0). 

La quantité r est ce que l’on appelle le module de l'ex- 
pression x + y W— 1; l'angle 6 est son argument. 

On convient de prendre le module toujours positif; 
quant à l'argument, il peut varier entre — œ et +, 
en sorte que cet argument n'étant absolument donné que 
par son sinus et son cosinus, sa valeur se trouve indéter- 
minée et comprise dans la formule 

6+2kr, 
8, désignant le plus petit argument positif répondant à 
l'imaginaire en question, et À pouvant prendre toutes les 
valeurs entières comprises entre — œ et +. 

Deux imaginaires qui ont le même module et qui ne 
diffèrent que par le signe de leur argument; en d’autres 
termes, deux imaginaires de la forme x + y ÿ—1, 
æ— y \— 1 sont dites conjuguées, Une imaginaire dont 
le module est l'unité est ce que l’on appelle une expres- 
sion réduite; la forme la plus générale des expressions 


réduites est 
cos 0 + ÿ—1 sin 0. 


Traçons dans un plan deux droites rectangulaires 
Fig. 8. 


xOx', yOy' (fig. 8); donnons-leur le nom d’axe des x 
et axe des y. 
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Ceci posé, considérons l'imaginaire 


æ + yyri. 


Prenons sur x’x, à partir du point O, une longueur OM 
égale en valeur absolue à x, dans le sens Ox si x est 
positif, dans le sens Ox’ s’il est négatif; prenons de 
même ON égal à la valeur absolue de y et dans le sens Oy 
si y est positif, dans le sens Oy’ si y est négatif. Con- 
struisons enfin un rectangle sur ON et OM ; le sommet A 
de ce rectangle sera déterminé toutes les fois que l’on se 
donnera x et y, ou, ce qui revient au même, x+y y=. 
Réciproquement, à tout point À du plan correspondra 
une imaginaire déterminée, et une seule, dont la partie 
réelle sera l’x du point A et dont le coefficient de ÿ—+ 
sera l'y. 

En sorte que nous confondrons souvent dans le langage 
les expressions point et quantité imaginaire. Si nous 
menons la diagonale OA, nous aurons 


OA = yr + r, 


cos MOA = ©, 
yr? + y? 

sin MOA = ——?—; 
yz? +r 


et, par conséquent, OA est le module de £x +y y— 1, 
langle MOA en est l'argument, cet angle MOA devant 
ètre compté depuis la droite OM jusqu'à la droite OA 
dans le sens inverse du mouvement des aiguilles d’une 
montre, Nous ne nous arrêterons pas à généraliser les 
formules précédentes; il faudrait, pour les établir en 
toute rigueur, supposer successivement le point M dans 


chacun des angles xOy, yOx', x'Oy', y'Ox, et dis- 
17. 
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cuter les signes de x et de y. Nous laissons au lecteur le 
soin de compléter cette démonstration. 

Voici un autre mode de représentation des quantités 
imaginaires, proposé par Mourey dans un excellent ou- 
vrage publié sur cette théorie. 

A partir du point O, que l’on appelle origine des ima- 
ginaires, traçons une droite OA ayant pour longueur le 
module de l'imaginaire x + y ÿ— 1 et faisant avec Ox 
un angle égal à l'argument de cette imaginaire; la droite 


OA représentera l'imaginaire x + y ÿ— 1 aussi bien que 
le point A. 


Tuéonkme I. — La somme de plusieurs imaginaires 
est représentée par la résultante des droites qui repré- 
sentent les imaginaires en question. 


En effet, considérons les imaginaires 


Z= Lit Ji =r n= nt YNV — l = H+ Y V—1,..., 


leur somme est 


Z= 2H a+ ++ (ri + pate). 


Or £1, x:,... représentent les projections sur l’axe des x 
des droites qui représentent respectivement z,, Zs, 23,...; 
donc x; +£- Xy+... représente la projection de la 
résultante de ces droites sur Ox, y; Hys +y; +... 
représente la projection sur Oy de la résultante des mêmes 
droites; donc enfin Z est représentée par la résultante 
des droites qui représentent z,, z:,.... 
Coq D. 


Cororrare. — De là résulte immédiatement que le 
module d'une somme est moindre que la somme des 
modules de ses parties, 


Taéorime I. — 1° Le module d’un produit est égal 
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au produit des modules de ses facteurs; 2° l'argument 
d'un produit est égal à la somme des arguments de ses 
facteurs. 


En effet, considérons les imaginaires 
7 (cos0 + V—ı1 sino) et 7’ (coso + y= sing’); 


si nous en faisons le produit, il vient, en intervertissant 
l'ordre des facteurs, 


rr’ (cos0 + y—1 sin 0) (cos0' + y =T sin 9), 
ou bien 
rr’ [(cos0 cos’ — sin9 sin 9) + ÿ—1 (sin6 cos9/ + cos0 sino’ ih 
c’est-à-dire 
rr’ [cos(0 + 9’) + ÿ—1 sin (9 + 0' )]. 


Mais en multipliant ce résultat par une nouvelle imagi- 
naire r” (cos 6! + V— 1 sin9"), on trouvera 


rr’ r” [eos (0 + 9 + 0”) + V1 sin(0 + & + o")}, 


et ainsi de suite; ce qui démontre le théorème énoncé. 


Taéonëme IM. — Lorsqu'un produit de plusieurs fac- 
teurs est nul, l'un de ses facteurs est forcément égal à 
zéro. 

Ce théorème, évident lorsqu'il ne s’agit que de quan- 
tités réelles, est loin de l'être lorsque les facteurs sont 
imaginaires; on conçoit, en effet, que des réductions 
venues à la suite des hypothèses 


(== ir, (Vi) = Var, 
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fassent évanouir un produit sans que ses facteurs soient 
nuls. Quoi qu’il en soit, le module d’un produit étant 
égal au produit des modules de ses facteurs, si le produit 
est nul, son module sera nul, et par conséquent le module 
de l’un des facteurs au moins devra être égal à zéro. Mais 
une imaginaire dont le module est zéro est évidemment 
nulle; donc, etc. C0" ©; 


Tuéorime IV. — Le module d'un quotient est égal 
au quotient des modules du dividende et du diviseur. 
L'argument d'un quotient est égal à la différence des 
arguments du dividende et du diviseur. 

En effet, soient r (cos0 + ÿ—1 sin6) le dividende, 


p (coso + Ÿ— 1 sino ) le diviseur, le quotient sera donné 
par la formule 


r (cos 0 + ÿ—1 sin 0) 


p (coso + ÿ—1 no) 
que l’on peut écrire 


r (cos 0 + ÿ—1 sin0) (cos o — V—1 sinw) 


Y: (coso + Y—1 sino) (cos w — ÿ—1 sin o) 


c'est-à-dire 
3 [cos(0 — o) + V1 sin(9— o)], 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — Le quotient de 1 par une expression 
réduite est l'imaginaire conjuguée de cette expression 
réduite; on a, en effet, 

1 en, 


C — 0o —.V—1 Sins. 
coso + ÿ—1 sino . 
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V. — THÉORIE DES RADICAUX ALGÉBRIQUES. 


Jusqu'ici, nous avons pu remarquer une analogie com- 
plète entre le calcul des imaginaires et le calcul des 
quantités réelles ; cette analogie cesse dès que l'on essaye 
de généraliser la notion de radical ou d’exposant, ainsi 
que nous allons le constater. 

Si nous représentons par le symbole 


(x+y y=)", 


et si nous appelons puissance n°" de x +y y— ı le pro- 
duit de n facteurs égaux à cette imaginaire, nous aurons, 
en vertu du théorème II, p. 260, 


[r (cos 9 + y= sin 9)]"= 71 (cosz9 + V—1 sinz9). 


Si l’on suppose en particulier r= 1, on obtient la for- 
mule suivante 


(cos0 + ÿ—1 sin 0)” — cos 29 + y—1 sin 26, 


restée célèbre sous le nom de formule de Moivre, du nom 
du géomètre français qui l’a découverte. 

On appelle racine n°"* d’une imaginaire A une quan- 
tité qui élevée à la puissance z reproduit A. 


Tutorème I. — Toute imaginaire a n racines n‘°"*, 


En eflet, considérons l'imaginaire 


R (coso + y= sino); 


désignons par r (cos + ÿ— 1 sinĝ) sa racine n°", nous 
aurons, par définition, 


[r(cos9 + ÿ— 7 sin 0)” =R (cose + ÿ— 7 sine), 


http://rcin.org.pl 


264 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


c’est-à-dire, en vertu de la formule de Moivre, 
r"(cosn0 + Ÿ— 1 sinz) =R (coso + ÿ— 1 sine). 
Cette égalité se décompose en deux autres : 


r"cosn0 — R cos®, 
r"sin z6 = R sin O; 


(1) 


si l’on élève au carré ces deux égalités et si Pon ajoute, 
on trouve 


r” — R; 
et en observant que r doit être un nombre essentielle- 
ment positif ou nul, 
(2) Ra r=ÿR; 
les formules (1) donnent alors 
cos29 —cos®, sinnô — sine, 


et par suite 
nì = 0 + 2År, 


k désignant un entier quelconque, c’est-à-dire 


__6+2ér 
+ n 


Si l’on désigne alors, avec Cauchy, par le symboleÿ{(A)) 


la racine v®”® de l'imaginaire À, on voit que la racine 


nre de R(cos®@ + Ÿ— r sin ©) aura z valeurs données 
par la formule 


f V((R (coso + ÿ— 1 sine))) 
| A (cos 2 + 24e $ V= sine), 


formule dans laquelle il suffira dé faire 4 successivement 


(3) 
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égal à 0, 1, 2, 3,..., n, En effet, si l’on fait k égal à 
ni +j, j désignant un entier compris entre o etn —1 
inclusivement, et ¿ désignant un entier quelconque po- 
sitif ou négatif, on obtient, pour la racine n°” de 


R (coso + ÿ—1sine), 
p PEOR 0 + 2j 
une valeur dont l'argument ne diffère de a que 


d’un multiple entier de la circonférence, c'est-à-dire une 
valeur déjà comprise parmi celles que l’on obtient en fai- 
sant k égal à 0,1, 2, 3,..., n — 1 dans la formule (3); 
donc enfin la racine n°” d’une imaginaire a n valeurs, 
comme nous l’avions annoncé. 

Au surplus, il est facile de voir que ces z valeurs sont 
toutes différentes, car les arcs compris dans les formules 


© O+2r O+4r O+27—1r 
RO ARE SR PP EN ET TEE 
ne diffèrent pas d’une circonférence; deux quelconques 
d’entre eux ne sauraient donc avoir à la fois même sinus 
et même cosinus, 

Remarque I. — Si, dans la formule (3), on suppose 
© = o, on trouve 


VR) = yR (cos i + V— 1 sin zn . 

On arrive ainsi à ce résultat singulier et paradoxal : la 

racine n°"° d’une quantité réelle a z valeurs. Nous fe- 

rons remarquer que R ne désigne qu’en apparence une 

quantité réelle; en effet, la formule précédente, déduite 

de (3) dans l'hypothèse © = o, devrait s'écrire correc- 
tement 


(4) Y(R + o V=") =VR (cos Fi + ÿ— isin 2) ; 
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seulement, dans une égalité symbolique, nous sommes con- 
venus de ne pas écrire Ve lorsque son coeflicient est zéro, 
et la formule que nous venons d’écrire en dernier lieu ex- 
prime que si l’on élève le second membre à la puissance z, 
il sera égal à R+o ÿ—1, c’est-à-dire que la partie réelle 
sera R et le coefficient de Ÿ— 1 sera zéro. 

Toutefois, pour nous conformer à un usage reçu et 
aussi pour éviter les périphrases, nous conviendrons de 
dire que les quantités réelles ont z racines, en sous-en- 
tendant que ces quantités sont de la forme R + o V—1; 
du reste, en vertu de la formule (4), l’une des valeurs de 


i TETTED) 


est égale à ŸR + o ÿ—1 , ou, si l’on veut, à ýR, en vertu 
de nos conventions. 
Remargue I. — La formule (3) peut encore s'écrire 


V((R (cos + ÿ— 1 sin 8))) 
= [ur (cos? + V— rain 2) | (cos == — +y— isin 245) j 


or, en vertu de la formule (4), dans laquelle on peut sup- 


2kr kr 
poser R = 1, cos — + ÿ— 1 sin _ désigne une quel- 


conque des racines n°" de 1 + o t 1, ou, si l’on veut, 
de l’unité; © peut être censé représenter l’un quelconque 
des arguments de R (cos@ + ÿ—1sin@). La formule 
précédente nous montre donc que les z racines n°" 
d’une imaginaire quelconque peuvent s’obtenir en mul- 
tipliant l’une quelconque d’entre elles successivement par 
chacune des racines n°": de l'unité. 

Dorénavant, lorsque nous ne spécifierons pas la valeur 
d'une racine n%"*, nous la représenterons par le sym- 
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bole /T Jj; au contraire, lorsqu'il sera question d’une 
valeur bien déterminée de cette racine, par exemple lors- 
qu’il s’agira de celle qui a le plus petit argument po- 
sitif, nous ferons usage du signe y`. 


VI. — CALCUL DES RADICAUX ALGÉBRIQUES. 


Taéorime I. — Si lon multiplie chacune des valeurs 
de Y((A)) par chacune des valeurs de Ÿ((B)), on repro- 
duit chacune des valeurs de {/((AB)) . 

En effet, soit 


A =n (cos0, + ÿ— 1 sin), 


B =r: (cos0, + ÿ— 1 sin6,), 


. ` 
NTTAN n 1 či . 0 i 
V((A) = 77 (cost Re + Srst tete), 


1 
MEJ = À (oos LIRE 4 y= in RE), 


n 


0+ 0+ 2 (ki kr 
n 


Va) x ÿ{( j= | cos 


-—— kik 
PA p uaa ei iaai i 3E |, 


formules dans lesquelles k, et 4, désignent, ainsi que 
k,+k,, des entiers tout à fait quelconques. D'un autre 
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côté on a 


AB = rir, [cos (0, + 9,) + ÿ— 1 sin (0, + 9,)], 


L 
MIT ENA pA 9 9. > fae 3 
V((AB)=7 r; eostn Eai, TE ta], 


i désignant un entier quelconque. De la comparaison de 
cette formule avec la précédente on déduit 


VIA) x VTB))= (AB) c. e. r. ». 

Si l’on voulait supprimer les doubles parenthèses, on 
le pourrait; mais il faudrait choisir convenablement les 
valeurs des radicaux. 

Taéonëme IL. — Si Pon divise chacune des valeurs 
deÿ((A)) par chacune des valeurs de Ÿ{(B)), on obtient 
n résultats différents qui sont les n valeurs de Ÿ((A:B)). 

Taéonème II. — Si l'on élève à la puissance m les 
valeurs de Y((A)), on obtient les valeurs de Y([A”)). 

TuéorÈime IV. — Si l’on extrait les racines m®”“ des 
n valeurs de Y{(A)), on obtient les valeurs de "Y((A)). 

REMARQUE. — Quand on a un radical de la forme 

"V((A®)), 
il faut éviter de le simplifier et d'écrire 
"Va = v(a); 
en effet, le premier membre de cette formule a mn va- 
leurs, le second n’en a que z; quand on n’agit pas avec 
précaution dans le calcul des radicaux imaginaires, on 
s'expose souvent à tomber dans de grossières erreurs; il 


ne faut pas en accuser l'emploi des symboles imaginaires, 
dont le calcul n'est pas tout à fait soumis aux mêmes 
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règles que celui des quantités réelles. Ainsi, par exemple, 
on raisonnerait mal en écrivant 


{2x ÿ—2=ÿ(—2)(—2)= 40, 
puis 
(2) J—2xÿ/—-2=(Y—2) =—32; 
d’où l'on déduirait 

2= — 2, 


En effet, dans la formule (1), ÿ—2 désigne une valeur 
particulière de ý ((—2)), Ÿ(—2)(—2) désigne une va- 


leur particulière de “i ((4)); on ne peut, sans examen, 
égaler ces deux valeurs; et en effet, on a 


T2) = Va(cosr + y— 1sinx) 
(era (su) 


V2) = Vay x. 


Prenons les radicaux avec le signe +; on voit que l’on 
n'aura pas 


| 
1 


ou 


V—2x ÿ—2= yý, 


mais bien 


V—a x ÿ—2— V2x V—-i1XV2aXx V—i=—2. 
Si l’on prend les radicaux avec le signe — , on arrive 
encore au même résultat. Donc la formule (1) est tou- 


jours fausse, si Ÿ— 2 représente toujours la même valeur 


de ÿ((—2). 
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VII. — Sur LES ÉQUATIONS EN GÉNÉRAL. 


Les règles de la multiplication et de la division algébri- 
que s'appliquent évidemment aux quantités imaginaires 
comme aux quantités réelles; il en est de même de la for- 
mule du binôme. 

On peut former des équations à l’aide de quantités 
réelles et imaginaires, et chercher s’il n’existe pas des 
quantités imaginaires satisfaisant à ces équations; les 
principes fondamentaux que nous avons démontrés sur 
la résolution des équations, dans la première partie de 
cet ouvrage, sont encore applicables aux cas où l’on con- 
sidérerait des égalités symboliques ; ces principes ne dé- 
pendent absolument que des quatre premières opéra- 
tions de l’Algèbre reconnues applicables aux quantités 
imaginaires. Ainsi, il n'y a rien à ajouter à la théorie des 
équations du premier degré et à la théorie des détermi- 
nants. Il n’en est pas de même des équations du second 
degré où interviennent des questions sur les radicaux; 
il y a donc lieu d'examiner de nouveau la théorie des équa- 
tions du second degré : c’est ce que nous allons faire. 


VIII. — Sur LES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 


Nous conviendrons de ne pas écrire l’indice d’un radi- 
cal lorsque cet indice sera 2. 
Ceci posé, cherchons la racine carrée de a + b ÿ— 1; 


désignons cette racine par x + y y — 1, nous aurons 


(z +y =a+ by, 


ou bien 


z — + 2x ÿ—i =a + byi. 
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Cette équation équivaut aux deux suivantes : 


(1) e aat 7 —a, 
(2) zzy =b; 

la dernière peut s'écrire 

(3) ap = T 


A Finspection des équations (1) et (3), on reconnaît im- 
médiatement que x° et — y* sont racines de l'équation 
en u 


2 
w — au — — = o0. 


d’où l’on déduit 
a + Var + i 
= — 
2 


u 
c'est-à-dire, en observant que y* doit ètre positif, 
a — 


(a+ Ve F ë), 


PS (Va + b — a). 


Dim Di 


On déduit de là 


L’équation (2) montre avec quels signes on doit prendre x 
et y; si, par exemple, b est positif, on prendra x et y de 
même signe, en sorte que l’on aura 


Vere yla va5) 


+y iNet a) y= |: 
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si b est négatif, on aura, au contraire, 
T UE R ami) =+| L(a + Ve) 


-y iNest- a) y= |: 


Si l’on fait b — 0, on trouve : 1° en supposant a œ> o0, 
Va) =2+ Va; 
en supposant a < 0, 
vla) =+V— avi; 


ou, en explicitant les signes, 


V{— e) = £e V—1, 


Une équation du second degré a toujours deux racines 
lorsque l’on admet pour l’inconnue des valeurs imagi- 
naires : voici comment il faut entendre cette proposi- 
tion. Considérons équation 
+ pr + q—=0o. 
? 
Supposons 7 — q <v; on peut se proposer de chercher 


s’il existe pour x des valeurs de la forme a + ĝ y— ı 
vérifiant cette équation considérée comme égalité symbo- 
lique, c’est-à-dire en sous-entendant dans le second 


membre le terme o ÿ— 1, On trouve alors successivement 
I 2 P 
+- = — 
3 A T 
P 
z+- LP = =+ÿ—11/4— F 


z= ipt Vr-£ 
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IX. — Des FONCTIONS DE VARIABLE IMAGINAIRE. 
Cauchy appelle fonction de £ + y ÿ— 1 toute expres- 


sion de la forme 
X+Y VE 


dans laquelle X et Y représentent des fonctions de x et 


de y (*). On désigne une fonction de x+yÿ—1 à 
l’aide d’une des notations 


f(z+r Vi); g(z+r yi), 
4 (z +y y), F(z+ry—1),…… 


Les fonctions imaginaires se partagent, comme les 
fonctions réelles, en algébriques et transcendantes. 

Une fonction est algébrique lorsqu'on la forme en sou- 
mettant la variable un nombre fini de fois aux six opéra- 
tions fondamentales de l’Arithmétique, à savoir l’addi- 
tion, la soustraction, la multiplication, la division, 
l'élévation aux puissances et l'extraction des racines. 

Une fonction non algébrique est dite transcendante. 

Une fonction algébrique est rationnelle lorsqu'elle ne 
contient pas de radicaux. 

Une fonction rationnelle est entière lorsque la variable 
n'entre pas en diviseur. 

Une fonction X + Y ÿ—1 de x+y y=: est con- 
tinue lorsque, à un accroissement infiniment petit quel- 
conque de x+y y—1, correspond un accroissement 
infiniment petit de X + Y /—1 et nous appelons ici 
accroissement d'une quantité la différence entre deux 
valeurs de cette quantité. 


(*) Tous les analystes n'ont pas adopté la définition de Cauchy. 


f: 18 


http://rcin.org.pl 


274 TRAITÉ D'ALGEBRE. 


Pour qu'une fonction X + Y ÿ—1 de x+yy—1 
soit continue, il faut et il suflit évidemment que X et Y 
soient des fonctions continues de x et de y; il faut et il 
suffit aussi que son module et son argument soient des 
fonctions continues du module et de l'argument de sa 
variable. Ces propositions deviennent évidentes si l’on 
représente les imaginaires à l’aide de points, comme il a 
été expliqué plus haut. 


. 


L 1 
X. — DÉFINITION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE. 


Nous avons défini le symbole 
[r (coso + ÿ—1 sins)}", 


pour toutes les valeurs entières et positives de x, comme 


étant le produit de x facteurs égaux à r (cos0 -+ /—1sin6); 
nous en avons déduit la formule 


[r (cos 0 + V1 sin8)]" = r* (cos 0x + V— sinoz). 


Nous pouvons maintenant nous servir de cette formule 


pour définir le symbole [r (cos 8 + V— 1 sinf )]*, lorsque 
x sera fractionnaire, incommensurable ou négatif. Ainsi 


r* (cosĝx + y— 1 sinĝx) est ce que nous appellerons 
dorénavant la x®"° puissance de r (cos9 + ÿ— 1 sin0). 
La puissance x°"* de r (cos9 + ÿ— 1 sin6) n’a qu’une 
seule valeur lorsque x est entier; mais il n’en est pas 
de même dans les autres cas. En effet, l'expression 


r (cos9 + ÿ— 1 sin@) ne change pas quand on remplace 8 
par 0+ 2kr, k désignant un entier quelconque; ainsi les 


valeurs de [r (cos + gr sin 8)]* seront données par 
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la formule 


[r (cos 0 + ÿ—1 sin0)]* 


= r7 [cos (0x + 24rx) + W—1 sin (0x + 24rx)]. 


Si x est incommensurable, les arcs compris dans la for- 
mule 


0x +2krx 


auront pour sinus et cosinus une infinité de nombres dif- 
férents, en sorte que la puissance x°”* d’une quantité 
imaginaire a en général une infinité de valeurs. 

Le lecteur se demandera sans doute pourquoi nous 


n'avons pas défini la puissance fractionnaire Ë de 
7 


r (cos@ + ÿ— 1 sin) à l’aide de la formule 


(1) [r(coso + TT = VIr (coso + V1 sin0)}?; 


pourquoi enfin nous n’avons pas suivi, dans la défini- 
tion des puissances de quantités imaginaires, la même 
marche que dans la définition des puissances de quantités 
positives. La raison en est simple : d’après notre défini- 
tion, [r (cos0 + V—: sin 0)]” est une quantité qui pos- 
sède plusieurs valeurs, il est vrai, mais dont le nombre 
des valeurs ne change qu'avec la valeur et non avec la 
forme de x; ainsi nous avons 


3 s 
2 4 


(2) [z (coso + ÿ—1 sino) ]* = [r (coso + ÿ—1sin0)]‘ =... 


Au contraire, en partant de l'équation (1) pour définir 
les puissances fractionnaires, on voit que 


[r (cos0 + JET a 


18. 
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aurait q valeurs, et par conséquent varierait avec la forme 
18 : 
de la fraction 2: en sorte que par exemple la formule (2) 


serait inexacte. De la définition que nous venons de don- 
ner résulte la généralisation de la formule de Moivre, à 
savoir 


(cos9 + ÿ—1 sin0)* = cos 0s + V1 sinb x. 


Une quantité réelle étant assimilable à une imaginaire, 
on voit qu'une quantité réelle peut avoir une infinité de 
puissances x°”** dont une seule est toujours réelle. 

Les règles des exposants s'appliquent encore aux ima- 
ginaires, avec certaines restrictions toutefois; ainsi on a 


[r(cos 0 + ÿ—1 sin0)]* [r (cos0 + y= sin9)]* 
— r= (cos 0x + Y> i sin0x) r” (cos0z’ + V—1sin42") 
= r= [cos 6 (x + x/) + ÿ—1 sino (x + x’)] 
= [r (cos0 + y Zi sine)". 
Les autres propriétés des exposants se démontreraient 
d'une manière semblablè. 
Tutorème. — La fonction a* est continue, lors méme 
que l’on suppose a imaginaire. 


Cela résulte évidemment de la formule 
[r (cos9 + V1 sin6)]* = r* (cos 0x + W—1 sind z), 


dans laquelle r”, cosôx et sinÿx sont des fonctions con- 
tinues. Nous verrons plus loin comment on peut encore 
généraliser davantage la fonction exponentielle, en sup- 
posant sa variable imaginaire, et nous verrons qu'alors 
encore elle reste continue. 
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CHAPITRE IV. 


THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 


I. — Dérinrrions. 


On appelle série une suite illimitée de termes qui se 
forment et se suivent d’après une loi déterminée. On 
appelle encore les séries suites infinies. 

Une série est convergente quand la somme de ses z pre- 
miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque n 
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel- 
conque; cette limite est ce que lon appelle la valeur de 
la série ou la somme de ses termes. 


Une série qui n’est pas convergente est appelée diver- 
gente. La série 


(ao—a) + (ai — a) + (a — as) + (ms — a) H.H (tni — tnt- 


dans laquelle «, désigne un nombre qui a pour limite 
zéro, lorsque z augmente indéfiniment, est convergente, 
car la somme de ses n premiers termes est 4,—,, et cette 
quantité a pour limite a, pour n =œ. 

Au contraire, la série 


HI—IHI—IHI—.. 1 #I,... 


est divergente, car la somme de ses n premiers termes est 
alternativement zéro et 1; elle ne tend par conséquent 


pas vers une limite déterminée lorsque z croit d’une 
manière quelconque. 
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On comprend difficilement comment d’illustres ana- 
lystes ont pu écrire des formules telles que 


I 
(A) +iI—i1+i—i1... ==: 

2 
(Lersnrrz, Lettre à Christian Wolff. — Evier, Institu- 
tiones calculi differentialis et integralis, pars posterior, 
cap. I, etc.) 


LES à ; 1 
Une série divergente ne saurait représenter a En effet, 


quelle idée peut-on se faire d’une somme composée d’un 
nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n’a pas 
même le droit d'écrire 


(1) a= (ao — ai) + (2i — a) +. (an — anei) +... 


lorsquesæ,„ tend vers zéro, c’est-à-dire lorsque la série est 
convergente. On le fait cependant, mais seulement en 
vertu d’une convention qui consiste à séparer une série 
convergente de la limite vers laquelle tend la somme de 
ses termes par le signe =. Ainsi la formule (1) est une 
manière abrégée d'écrire 


as = lim [(æ — a) +- . -+ (an — anii )] pour n =œ . 
La formule (A) est donc complétement absurde, puisque 
la limite de la somme de ses z premiers termes n’existe 
í Ne 
pas : elle n’est donc pas égale à 5} 


Si nous insistons sur ce point, c’est que malheureuse- 
ment l’on trouve dans d'excellents auteurs, parmi les 
princes de la science, des fautes analogues à celle dont 
nous venons de parler. Abel s'en plaint amèrement dans 
une de ses lettres à Holmboë (voir OEuvres complètes). 
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II. — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. 


Tutonèėme I. — Pour qu'une série soit convergente, 
il faut que ses termes diminuent indéfiniment. 


En effet, soit la série 
Us, + Ui + U, + U Heer Eno 
Soit en général s, la somme des z premiers termes, on a 
(1) i Sapi — Sn = lye 


Si l’on suppose la série proposée convergente et si l’on 
désigne sa valeur par s, on aura 


msi, 
lim S= S}; 
donc 


lim Spp — lim sa = lim (s,4, — Sa) = 0. 
Donc, en vertu de l'équation (1), 
lim x, — 0. 


Remarque I. — La démonstration que nous venons 
d'employer, comme du reste toutes celles que nous em- 
ploierons dans l'exposition de ces principes, est basée 
sur le calcul des limites; elle précise le sens que nous 
devons attribuer à la locution diminuer indéfiniment 
Quand nous disons que u, doit diminuer indéfiniment, 
nous devons entendre par là que cette quantité, réelle ou 
imaginaire, doit avoir zéro pour limite, rien de plus : 
ainsi u, peut/tendre comme on veut vers zéro; il n’est 
nullement nécessaire, par exemple, que l’on ait 


DE RE ARE ere: 


Remarque I. — On aurait également pu écrire les 
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équations suivantes : 
msi; =h 
lims, = 5s; 
d'où, retranchant la deuxième de la première, 
lim tn + Unyi + Unga + - -© + Ungper = 03 


ce qui conduit à ce résultat : 

Pour qu'une série soit convergente, il faut que la 
somme des p termes qui suivent le n°" diminue indéfi- 
niment quand n augmente indéfiniment, quel que soit 
du reste p. 

Remarque IL. — H existe des séries dans lesquelles u, 
peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appar- 
. lient ce terme soit convergente; par exemple, considé- 


rons la série suivante, appelée série harmonique : 
I 


I 1 1 1 l 
E = + Shin + mec + ——— ce 
A A CS na n+i 


Il est facile de s'assurer que cette série est divergente, car 
si l’on prend z termes après le n°", la somme 


1 I 
n+1 n+2 2n 


E TA : . I 
est plus grande que zp répété n fois, c'est-à-dire que à! 
n 
Si donc on groupe les termes de la série harmonique 


ainsi qu'il suit : 


AE TEA LR ES 
“ets BE LED DR 


I 
+(+ toti) +o 
næÆ ul n +2 2n 
on voit que la somme de ses 27 premiers termes est plus 


I 
rande que — répété autant de fois que l’on veut en pre- 
8 que rep que ! on veu Pp 
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nant n suffisamment grand. La somme de ces 27 premiers 
termes croît donc au delà de toute limite; donc la série 
est divergente. CNT: JR ONE 

Il arrive souvent que l’on rend une série convergente 
par un simple changement des signes de quelques-uns de 
ses termes. Ainsi la série 


Ja I 
ja oa e. 


ERES 
' n + 1 


I 
est convergente. En général : 


Tutorème Il. — Si dans une série les termes sont, à 
partir de l'un d'eux, indéfiniment décroissants et alter- 
nativement positifs et négatifs, cette série est conver- 
gente. 


En effet, considérons la série 
Us Ua + Un — Un H Ungi — ce E Ungp F nrp es 


dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et 
alternativement positifs et négatifs à partir de u,. 

Appelons en général S„ la somme des m premiers 
termes de la série. Si nous remarquons que les termes 
vont constamment en diminuant, les quantités 


Un — Unsis Unya — Ungsse es Unyrp = Ungapær 
seront toutes positives, et, par conséquent, 
(1) Say Sata K Siea se Sagappte e +3 


les quantités — 1,31 + Uiysse + -3 — Unga ps F Ungapse 
seront toutes négatives, et, par suite, 


(2) Pen. MOT à. Ne did 1 SUR 
Or 


Snap = Sr+zp—i + Unyape 
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Donc S,,:, est plus grand que S,,:,_;, et, à cause de 
la suite d'inégalités (1), plus grand que S,,,. Ainsi done 
une somme quelconque comprise dans la suite S,,:, Saps, 
Sns- -», est plus grande que $,,;; il en résulte que 
ces sommes, allant constamment en décroissant et res- 
tant supérieures à S,;, qui est fixe, ont une limite S. 
Or, on a 


Sa+ap — Unt ph — Sn p+i- 


Faisons croître p indéfiniment, le premier membre de 
cette équation a pour limite S, car u,,+,4, a pour limite 
zéro; donc S$,4:,4, a pour limite S également; donc, de 
quelque manière que croisse l'entier m, $,, a une limite, 
ce qui revient à dire que la série proposée est conver- 
gente. 

ConozLarmEe. — On voit que la valeur de la série étant 
comprise entre S, et S,,,, l'erreur commise en prenant S, 
pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que 


Unyi . 


Tutorème II. — Quand une série à termes positifs a 
ses termes respectivement plus petits que ceux d’une 
autre série également à termes positifs, et de plus con- 
vergente, la première série est aussi convergente. 


Soient, en effet, 
(1) S = +++... + Un +... 


la série convergente donnée (on représente ordinairement 
une série convergente en séparant la somme d’un certain 
nombre de termes de sa valeur par le signe =, on sup- 
prime le mot lim), et 


(2) CAR PR DS PS a a 


la série proposée, Soit s, la somme des z premiers termes 
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de la série (1), t, la somme des n premiers termes de la 
série (2); comme v, < Uo,  W,..., Va Z ün, On a 
évidemment 


tn < Sny 


donc à fortiori 


ER 


Or, n croissant, t, croît, mais t, reste constamment infé- 
rieur à s; donc, en vertu d’un principe bien connu, t, a 
une limite; donc la série (2) est convergente. 


FO En N 


Taéonime IV. — Une série à termes positifs et néga- 
tifs est convergente lorsque la série des valeurs absolues 
de ses termes est convergente. 


En effet, considérons à part les séries des termes posi- 
tifs et des termes négatifs pris dans l’ordre dans lequel ils 
se succèdent dans la série proposée. 

Soient 
(1) a+ a Ha, +... +H ait... 
la série des termes positifs, et 


(2) m r E AAEN E a 


celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue. 

Soient x; la somme des : premiers termes de la série (1), 
yıla somme des k premiers termes de la série (2), et s, 
la somme des n premiers termes de la série proposée. 
Nous pouvons toujours supposer que ao, &,..., a; soient 
les termes positifs de s, et bo, b1,» . -, b, les termes néga- 
tifs; alors on a, en appelant s', la somme des z premiers 
termes de la série proposée rendus positifs, 


(3) S= zH Sk 
(4) Sn = Li — Yk. 
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L’'équation (3) montre que s, est plus grand que x; et que 
v; donc à fortiori la limite de s}, qui par hypothèse 
“existe, est supérieure à x; et à y. Or x; et y, sont des 
nombres croissant avec À et k, mais constamment infé- 
rieurs à la limité de s}; donc ils ont une limite chacun; 
donc les séries (1) et (2) sont convergentes. L'équa- 
tion (4) montre que s, a une limite égale à la différence 
des limites de x; et yı, c'est-à-dire que la série proposée 
est convergente et a une valeur égale à la différence des 
valeurs des séries de ses termes positifs et de ses termes 
négatifs. 


Tuéonème V. — Quand une série ne perd pas sa 
convergence lorsque l’on rend tous ses termes positifs, 
on peut, sans altérer sa valeur, intervertir l’ordre de 
ses termes. 


En effet, considérons d’abord une série convergente à 


termes positifs, è 


(1) Mei E E E E E Uni. 
Intervertissons l’ordre de ses termes, et soit 
(2) a a n 


la nouvelle série obtenue après ce changement. Soient s,, la 
somme des z premiers termes de la série (2), Sm la somme 
des m premiers termes de la série proposée; on pourra 
toujours choisir m de telle sorte que tous les termes de s, 
soient contenus dans les m premiers termes de la série (1). 
On aura alors 


; s , 
D w R s<Llimss où Ls. 


n = 


Nous voyons par là : 
1° Que la série (2) est convergente, puisque s, croit 
avec n sans dépasser s; 
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2° Que la valeur s' = lims,, de la série (2) ne saurait 

surpasser s. Or, on démontrerait de la même manière 

que la valeur s de la série (1) me saurait surpasser s’; 
done on doit avoir 


s=; 


donc la série (1) n’a pas changé de valeur, c. Q. r. ». 
Supposons actuellement la série 


(1) S= MH a A E E E 
à termes quelconques. 

Soient 
(3) A++ E E a+... 


la série de ses termes positifs, pris dans le même ordre 
p 1 P 
que dans la série Kiis 


(4) bit beans t byu 


la série de ses termes négatifs également pris dans l’ordre 
où ils se trouvent dans l'équation (1). Supposons que 
la série (1) conserve sa convergence quand on rend ses 
termes positifs. Les séries (3) et (4) sont convergentes, 
etsi x et y désignent les valeurs respectives de ces séries, 
on a 
K 

(5) s=zr— y. 

Cela posé, changeons l’ordre des termes de la série (1); 
la série de ses termes positifs sera encore la série (3), à 
l'ordre des termes près. Or, cette série est à termes posi- 
tifs; donc elle conserve sa valeur. Même observation pour 
la série des termes négatifs et pour la série des valeurs 
absolues des termes de la série (1). Il en résulte, d’après 
le théorème IV, que la valeur de la série (1) transformée 
est encore x — y; donc la série (1) ne change pas de 
valeur quand on change l’ordre de ses termes. c. Q. F. D. 
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Remarque. — Toute cette démonstration repose sur 
l'égalité (5); lors donc que x ou y n’existeront pas, c'est- 
à-dire quand dans la série proposée les termes positifs et 
négatifs ne formeront pas des séries convergentes, la dé- 
monstration précédente tombera en défaut. Il est facile, 
du reste, de donner un exemple dans lequel on voit une 
série changer de valeur quand on change l’ordre de ses 
termes. 

Considérons, par exemple, la série convergente 


a) +- 


Remarquons que la série des valeurs absolues de ses 
termes est identique avec la série harmonique qui est 


divergente. 
Posons 
1 É 54 1 
LL an aS qu Cak i 
et considérons la série 
jg Shk EUNN [e A È USE 
(2 “SA EE Vu : 7 Gé En—1 npr 28 ` 


I r . 
Arrètons-nous au terme zni cette série, comme ox voit, 


renferme les mêmes termes que la série proposée; leur 
ordre est différent, et l’on prend d’abord deux ermes 
positifs, puis un terme négatif, puis deux termes prsitifs, 
puis un terme négatif, etc.; nous aurons 


1 1 1 I 1 
(3) 1 I 1 
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La quantité qui suit f (n) composée de z termes est évi- 


Li 
demment plus grande que n >X< PEU id = On 
a 
a donc 
I I I I I I 
ARP E 7e ec l a 
FES 


Si nous supposons que n devienne infini, le premier 
membre de cette inégalité ou la valeur de la série (2) 
différera de lim f (n) ou de la valeur de la série (1) de 


I TEX PR 
lus de +; donc évidemment la série (2) a une valeur 
noeg 


toute différente de la série (1). 

Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à 
termes réels; mais on fait un fréquent usage en analyse 
de séries à termes imaginaires. 

Une série à termes imaginaires peut se mettre sous la 
forme 


t) EOE E E E (to EEE 
+ (unt oa yi) +.. 
Cette série sera convergente si les deux séries 


(2) AE T E T A E T A 
(3) ; e T T E E 


formées des parties réelles et des coefficients de y— r 
dans tous ses termes, sont toutes deux convergentes, 

En effet, soit s, la somme des z premiers termes de la 
série (1), Ga et T, les sommes des n premiers termes des 
séries (2) et (3), on a 


Sn = On + Ta y=; 
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En passant aux limites et en désignant par g et + les 
valeurs des séries (2) et (3), on voit que 


lims, = 0 +t y— 1; 
donc la série (1) est convergente. QC: D: 


Remanque. — Il est clair que si l’une des séries (2) et 
(3) eût été divergente, la série (1) l’eût été pareillement. 

Tnéonime VI. — Dans une série à termes imagi- 
naires, si la série des modules des différents termes est 
convergente, on peut, sans altérer sa convergence, in- 
tervertir l’ordre des termes. 

En effet, considérons la série (1). Les séries de ses 
termes réels et des coefficients de =: sont conyer- 
gentes indépendamment des signes de leurs termes, car 
ceux-ci sont respectivement plus petits que ceux de la 
série des modules qui est à termes positifs. On peut donc 
changer l'ordre des termes de ces séries sans en altérer 
la valeur, ce qui revient à dire que l’on peut changer 
l’ordre des termes de la série proposée elle-même. 

C: cr; P. 


II. — Des CALCULS QUE L’ON PEUT EFFECTUER SUR LES 
SÉRIES, 


Tuéonime I. — Si l’on considère les séries conver- 
gentes 
A=a+a+...+at+..., 
B= btb +...+06, +:;, 
C=u+c+.. + +..., 


la série dont le terme général est u, = +a, =b, Œ cn... 
est convergente et a pour valeur +A+B+C.... 
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En effet, on a 


a á a 5 
D mR D AE ae T 
(J (2 GJ 
Si l'on suppose que z augmente indéfiniment, on voit 
que pr u a une limite égale à tA+B+C..., ce qui 
o 
démontre le théorème énoncé. 
Tuatorème II. — Si la série 
S= Uut u t.. tH Unt.. 
est convergente et a pour valeur S, 
aly + al, +... 4 alr +.,. 


sera convergente et aura pour valeur as. 
En elfet, 


>Y (au) =a 2 u. 


` P 
Donc, si n augmente indéfiniment, bX (au) a une li- 
(J 


R 
mite égale à a lim Ÿ u ou à as. D DE ZE 2 
, 


Tuéonëme HI. — Si la série 


Ss = U, tu ++... tH hant’. 


, 


est convergente et a tous ses termes positifs; si, de plus, 
dos Aisees Any... Sont des nombres positifs qui ne 
croissent pas au delà de toute limite, 


dl + A, + Al +... + ln +... 


sera convergente. 


En effet, en désignant par A un nombre plus grand 
I. 9 
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que ai, 43,..., Gng...» celte série a ses termes respec- 
tivement plus petits que ceux de la série convergente 

As = Au; + Au +...+ Aus +..., 


qui est aussi à termes positifs. Abel a démontré que le 
théorème précédent était encore vrai pour une série quel- 
conque, si les nombres ao, 4, 4,... allaient constam- 
ment en décroissant; on a en effet dans cette hypothèse, 
en posant 


(1) U ++... F Un = Sn 
(2) A, Uy + a+... + An Un = bn 
les relations suivantes : 
CAS ET NE AE RES EE TOR RP 
et par conséquent, en portant ces valeurs dans l’équa- 
tion (2), 
tn = ao So + Ai (S5— So) ++: + An (Sa — Sn) 

ce que l’on peut écrire ainsi : 
(3) ta = (ay — a, ) So + (a — a3) Si +...+ ans. 

Dans cette équation, les coefficients de s,, s,,... sont 
tous positifs, car ao, 4,... vont en décroissant; mais si 


6 désigne une moyenne entre les quantités Sg, S15. -3 Sns 
on aura 


ta= 0 [(as — ai) + (a, — 4) +...+a]= ab. 


Or, # augmentant indéfiniment, 8 conserve une valeur 
finie; donc t, conserve une valeur finie. Supposons alors 
Sos Sas es Snye e» positives (s’il n’en était pas ainsi, on 
augmenterait convenablement 4,), t, croit, en vertu de 
l'équation (3), avec z sans devenir infini; il a donc une 
limite; par suite, la série (2) est convergente. 

C. @. F. D. 
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Tutortme IV. — Si les séries 
(1) S= U tH u, H u, tnn H lr nnn 
(2) t= n +o +0 +... Ho enn, 


sont convergentes, la série dont le terme général est 
Wa = Uo Ya F Ui Vai F Uz Cna Hess + Unto 


est convergente et a pour waleur st dans ceriains cas 
que nous allons examiner. 


° Supposons d’abord les séries (1) et (2) à termes 
positifs; nous aurons 


(3) | pa u. pA ‘en WU XX On + Ua (Pai + Où) +... 


+ Unho + +. +0). 


. . . = -e 
Considérons maintenant le produit > u. b3 v. Le 
o ` 


terme de ce produit dans lequel la somme des indices est 
la plus élevée est 2m. Si donc 2m est moindre que n + 1, 


+1 
» tous 


. . n 
ou si m est le plus grand entier contenu dans 


m m 
les termes de » u. 2 v se trouvent compris dans X w. 
0 (J 


ELEN. 
Or, en vertu de l'égalité (3), 
goi, 
Mais si l’on suppose que m et n augmentent indéfiniment, 


R n m m 
bA u. by vaD u. p3 v tendront tous deux vers st, 
(J (J (J (1 


R 
Alors > w, qui reste compris constamment entre ces 
(J 


19 


On a donc 
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deux produits, tendra aussi vers la limite st. Le théo- 
rème qui nous occupe est donc démontré pour le cas où 
les séries (1) et (2) sont à termes positifs. 

2° Supposons que les séries (1) et (2) ne perdent pas 
leur convergence quand on rend leurs termes positifs. 
Considérons d’abord les termes des séries (1) et (2) en 


R 
valeur absolue. Tout ce qui dans l'égalité (3) suit w 
q S ; 


n n n 
a pour limite zéro, car à) u. F ve Y w ont même 
LI o 0 0 


limite, d’après ce que nous venons de voir tout à l'heure. 
Il en sera encore de même à fortiori quand on aura rendu 
aux termes des séries (1) et (2) leurs signes respectifs. 
Par conséquent, si dans l'égalité (3) nous supposons 
que z augmente indéfiniment, il vient, en passant aux 


limites, 
n 
st = lim > w, 
` 


ce qui démontre que le théorème est encore applicable 
dans le cas où les séries ne perdent pas leur convergence 
quand on rend leurs termes respectifs. 

3° Considérons enfin le cas où les séries (1) et (2) se- 
raient à termes imaginaires. Nous supposerons les séries 
des modules de leurs termes convergentes, et nous pose- 
rons en général 


t = Pa (cosan -H Er sin a), 
92 (cosB, + ÿ—1sin CRE 


Alors, en vertu de ce que nous avons examiné dans le 
premier cas, la différence 


>? bp q- r = Pin + Pa (qni + Ga) ++. 


+ Pa(gi+qi+...+Qn) 
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aura pour limite zéro; il en sera de mème à fortion de la 
quantité 


pi (cosa, + V— 1 sina) X qu (cose, + V— 1 sinan) 


+ pi (cosa, + ÿ— 1 sina) [qu (cos, YZ i sinan) +...] 
r A SEENT NFT AE N detre fe TE T Ea eee 


qui n’est autre chose que u, vs- us (Vni H 9n) +H... 
L'égalité (3), en passant aux limites, fournira donc 


encore 
u 
st = lim >, w, 
J 


et le théorème est encore vrai dans ce dernier cas. 


IV. — REGLES DE CONVERGENCE. 


Taéorëme I. — Toute progression géométrique dé- 
croissante est une série convergente. 


En elfet, soit la progression 
A P NN ee. tan 53 


la somme des n premiers termes est 
1— 7" ( i æ ) 
a = € — . 
l 8 t= s nt … à 


Si x est plus petit que 1, le terme AE tend vers zéro 


quand z augmente indéfiniment, et par conséquent la 
somme des n premiers termes de la progression a pour 


limite ; donc cette progression est convergente. 
1—x 


Dans le cas où x serait égal à 1 ou plus grand que r, il 
est clair que la progression serait une série divergente. 


http://rcin.org.pl 


294 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


Tuaéonime Il. — Si l’on a deux séries à termes posi- 
tifs, l’une convergente, 


(1) DIT de En RE LL. 

et l’autre 

(2) b+b+...+ bn + brn +..., 

telle, que le rapport d'un terme au précédent, Ps » soil 
n 


š FR Anyi 
constamment inférieur au rapport correspondant —— 


R 


dans la première, cette dernière est convergente. 


En effet, la série (1) étant convergente, la suivante le 
sera aussi : 
b b b b 
DEA EEEE P EAP E ET EA OE PRA 
a PA a a 


(3 . 
cette série peut s’écrire ainsi 


nl CAN NE ENORME om 
do A, Aa An=i Ana do 


Mais la série (2) peut se mettre sous la forme 


htag + A ELN a y OE S Í 
5, 5, 
or cette série a, en vertu de notre hypothèse, ses termes 
respectivement moindres que ceux de la série (3), qui 
est convergente; donc la série (2) est elle-même con- 
vergente. AT: AA 
Il est facile de déduire de là le théorème suivant : 


Taéorème II. — Si, dans une série, le module du 
rapport d'un terme au précédent finit par rester moindre 
qu'un nombre fixe a < 1, celte série est convergente. 
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En effet, considérons la série 


(1) Ut. + Un + Mpgsoo ss 
soit 
(2) Ga t.e + An + Any H.. 


la série des modules de ses termes : si cette série est con- 
vergente, la précédente le sera aussi. Or, supposer 


Anyi _ anga 
SANS 
an Anyi 


n Tous 


cela revient à supposer le rapport d’un terme au précé- 
dent moindre que le rapport correspondant dans une pro- 
gression géométrique décroissante dont la raison serait æ; 
donc la série (2), etpar suite (1), sont convergentes. 


CoroLLAmRE. — Si, dans une série, la limite du mo- 
dule du rapport d'un terme au précédent est inférieur 
à 1, cette série est convergente. 


En eflet, alors le module du rapport en question finira 
par approcher assez de sa limite pour rester constam- 
ment inférieur à un nombre compris entre 1 et sa limite, 
c’est-à-dire finira par rester inférieur à un nombre 
moindre que 1. 


Remarque I.— Si, dans une série, la limite du module 
du rapport d'un terme au précédent est supérieure à 1, 
cette série est divergente. 


En effet, alors les modules des termes vont en crois-. 
sant. 


Remarque IL. — Si la limite du module du rapport 
d'un terme au précédent est égale à 1, il y a doute sur 
P 8 F 
la convergence de la série; toutefois, si le module en 
5 j 
question reste toujours plus grand que 1, il est clair que 
la série est divergente. 
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Remarque II. — Lorsque, dans une série à termes 
réels, le rapport d'un terme au précédent reste inférieur 
à une quantité œ moindre que 1, il est facile de trouver 
une limite de l'erreur commise, en remplacant cette série 
par ses n premiers termes ; en effet, dans la série (2), 
par exemple,on a ~ 


Anti Laan Anyi L A Ania OÙ Z A aaa Aai r A 
donc 


An + Aap F app Hs ani Haas no) 


ou 
Un 


dE à 


ti "2 


Ainsi, l'erreur est moindre que le premier terme né- 
gligé divisé par 1 — z. 


Tuéonime IV. — La série 
) UES AE o 
(1) "| J Erp 


est convergente ou divergente, selon que k est plus grand 
ou plus petit que 1. 

En effet, supposons d’abord À plus grand que 1, la 
série précédente peut s'écrire, en groupant les termes 
(ce qui n’alière pas la convergence ou la divergence de 
la série, puisqu'elle a ses termes positifs), de la manière 
suivante : 


1I 1 I 
+ Re 


Si l’on suppose 4 > 1, le terme général de la nouvelle 
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série est moindre que za répété 2" fois, c’est-à-dire 


, 1 . 
moindre que =; : les termes de cette série sont donc 


moindres que ceux de la progression géométrique dé- 
croissante 


elle est par conséquent convergente. 

Si au contraire k< 1, alors la série (2) a ses termes 
plus grands respectivement que ceux de la série harmo- 
nique; elle est donc divergente dans ce cas. 

Dans la série (1) le rapport d’un terme au précédent 
est de la forme 


I 1 1 k 


(n wa) nt I 
T 
n 


si k est plus grand que 1, cette quantité est évidemment 
P 8 I ; q 


moindre que —" On peut donc énoncer le théorème 


1 + - 
n 


suivant. 


Taéorème V. — Si, dans une série, le rapport d'un 
terme au précédent ayant pour limite l'unité peut se 


mettre sous la forme set si na tend vers une li- 


1 +1@ 
mite k plus grande que 1, cette série sera convergente. 


Les règles de convergence que nous venons de donner 
suffisent dans la plupart des cas; nous y ajouterons les 
suivantes, que nous proposons au lecteur comme exer- 
cices et qui sont ordonnées d'après leur utilité. 

1° Si f (x) désigne une fonction constamment décrois- 
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sante depuis o jusqu’à æ% , et si l'aire de la courbe repré- 
sentée par l'équation 


; y=flz) 


comprise entre l'axe des x et une parallèle à l'axe des y 
menée entre l’origine et le point dont l'abscisse est 1, est 
finie, la série 


fi)+f(2)+...+/f(2) 


est convergente ; elle est divergente dans le cas contraire 
(Caucay)(*). 


2° Si, dans la série à termes positifs 


U + Ur + Ugpoos Un Hs: 


Vuna une limite moindre que 1, la série est convergente; 
si la limite de Yu, est plus grande que 1, la série est di- 
vergente. Il y a doute si la limite est 1. 

3° Supposons que l’on ait 


2 


Un _ n + An! 


+ Br... 
Un n+an—! bnr.. 


si la première des différences À — a, B — b,. . ., qui ne 
s'évanouit pas, est positive, la série est divergente. 

En second lieu, la série sera convergente ou diver- 
gente, selon que À — a + ı sera négatif ou positif. 


4° Si l’on a 


(*) Ce théorème, pour les personnes qui connaissent le calcul inté- 
gral, revient au suivant : La série dont le terme général est f (x) est con- 


% 
vergente si l'intégrale J f(x) dx est finie; elle est divergente dans le cas 
[i 


contraire. 
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la série est convergente ; elle est divergente si l’on a 


5° Les séries 


To + ri COS0 + ri cos 20 +,..+7r,cos 70 +... 
r, Sin 0 + rsin 20 +...+ r,sin 20 +... 


dans lesquelles r,, rs, . . . r, sont des nombres qui décrois- 
sent indéfiniment, sont convergentes pour toutes les va- 
leurs réelles de 6 qui ne sont pas des multiples exacts 
du quadrant. 


6° La série 
Dre + re + re +. me +... 


dans laquelle 7,, r,... sont des nombres indéfiniment 
décroissants et dans laquelle æ est une racine carrée, cu- 
bique, quatrième, etc. , imaginaire de l'unité, est conver- 
gente. 

7° La série 


est convergente si la quantité 
Unya — 2 Unga + Un 


est constante ou croissante. 
(Ce curieux théorème m'a été communiqué par M. Le- 
moine, ancien élève de l’École Polytechnique.) 


V. — Tuéonëme D'Asez. 
Lemme. — Si une série ordonnée par rapport aux 
puissances croissantes d'une même lettre x est conver- 


i 
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gente pour le module R de x, elle l'est encore pour tout 
module moindre. Şi elle est divergente pour le module R 
de x, elle l'est encore pour un module plus grand. 


En effet, considérons la série 
(1) nr + AT + dr? +. + ane a 


Le module du rapport d’un terme au précédent a pour 
expression générale 
mod 4,3: 


mod z. 


mod 4, 


Lorsque le module de x est égal à R, cette quantité a pour 
limite 1 au plus, en supposant la série (1) convergente ; 
donc, pour tout module de x moindre que R, on aura 


mod 4,41 
——— mod r L 1 
mod a, <1 


c'est-à-dire que la série sera convergente. La seconde 
partie du lemme se démontre de la même façon. 

ConozLarne. — Il résulte de là qu’il existe un module R 
de x tel, que pour tout module moindre la série (1) est 
convergente, pour tout module plüs grand elle est diver- 
gente ; ce module s'appelle le rayon de convergence de la 
série. En représentant les imaginaires par des points, con- 
formément aux méthodes de Cauchy, on voit que la sé- 
rie (1) est convergente pour toutes les valeurs de x con- 
tenues à l'intérieur d’un cercle décrit de l’origine comme 
centre avec un rayon égal au rayon de convergence. Ce 
cercle est ce que l’on appelle le cercle de convergence de 
la série. 


Tuéonime. — Une série convergente ordonnée par 
rapport aux puissances croissantes d'une méme va- 
riable x représente une fonction continue de cette va- 
riable pour toutes les valeurs du module de x infé- 
rieures au rayon de convergence. 
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Pour démontrer cette proposition, considérons la sé- 
rie (1), désignons par f (x) sa valeur, nous aurons 
(1) Jf (2) =a tat nnn H Aant Hnn’ 


Soit R le rayon de convergence, et supposons le module 
de x inférieur à R. En donnant un accroissement % assez 
voisin de zéro à x, x + h aura un module moindre que R. 
et l’on pourra encore écrire 


(2) f(z +h)=as tafe +h)... + aleh"... 
d’où l’on conclut 


f(z+h)—fx) = a+ afle +4} 2)+... 
+ an[(z— 4h} — 2] +... 


(3) 
or, si nous posons 
(2) =a tarr H Hat. .., 
Y (2) = ar t E aapa t 


on pourra toujours choisir z assez grand pour que ¢ (x+h) 
ait et conserve un module moindre qu’une quantité don- 
née æ lorsque % tend vers zéro; en effet, pour cela il suf- 
fit de prendre n assez grand pour que 


R+ mod anp + R°+? mod 4,4; +... 
soit inférieur à æ, R désignant toujours le rayon de con- 
vergence, Mais alors 4 (x + h) — 4 (x) aura et conser- 


vera un module moindre que 2 (*). Ceci posé, revenons 
à la formule (3); elle peut s’écrire 


f(z+h)— f(z) =g (© h) —e(x) + (x +4) — y (2); 


mais, en faisant tendre % vers zéro, 9 (x + h) — ọ (x) 


(*) Parce que le module d’une somme est moindre que la somme des 
modules de ses parties. 
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tend vers zéro, car 9 (x) est une somme d'un nombre 
limité de fonctions continues de x (p. 213); on peut 
donc prendre le module de ọ (x + h)— (x) moindre 
que g; et comme à (x + h) — ÿ (x) conserve un module 
moindre que 24 quand h tend vers zéro, la formule pré- 
cédente fournira la relation 


mod [f(a + h) —f(x)]< 3a. 


Ainsi le module de l'accroissement de f(x), correspon- 
dant à l'accroissement À de x, peut être pris moindre que 
toute quantité donnée, ce qui revient à dire que f (x) est 
continue. CQ 2: D. 

Les géomètres avaient, longtemps avant Abel, admis 
tacitement qu’une série dont les différents termes étaient 
des fonctions continues de x avait pour valeur une 
fonction continue de cette variable, assimilant ainsi une 
série à un véritable polynôme. Cette assimilation n’est 
pas légitime : on conçoit, en effet, qu'à un accroisse- 
ment infiniment petit de x puissent correspondre une 
infinité d’accroissements infiniment petits pour les ter- 
mes de la série, et dont la somme puisse donner un ac- 
croissement fini. Abel se plaint, dans une de ses lettres 
à Holmboë, du manque de rigueur qui existait sur ce 
point. Il y a deux ans, je me suis occupé de cette ques- 
tion , et j'ai prouvé que la plupart des séries que l’on 
rencontre en analyse représentent des fonctions conti- 
nues. J'ai montré dans quels cas ce théorème tombe en 
défaut, mais l’'énumération de ces cas ne peut pas être 
faite dans un ouvrage élémentaire, et je renverrai le lec- 
teur, curieux d'approfondir cette question, à ma Théorie 


des résidus (p. 97). 
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VI. — Sur UN PROBLEME D'ANALYSE DONT ON FAIT USAGE 
DANS LA THÉORIE DES SUITES INFINIES. 


Prosrème. — Déterminer une fonction continue q 
qui satisfasse à la formule 


(1) olz) (y) = ef +y). 
Avant de résoudre ce problème, nous ferons observer 


que la fonction ọ jouit de toutes les propriétés des fonc- 
tions exponentielles, Ainsi, en posant 


a —g(x), 

la relation (1) se trouve satisfaite; de plus, l'équation (1) 
devient, en changeant y en — y, 
(2) e (z)p(—y)=p(2— y). 
Si l’on fait y= o` dans cette formule, on en déduit 
g(0) = 1, relation à laquelle on satisfait encore en pre- 
nant a* = ọ (x); en prenant alors dans la formule (2) 
LOA 

piælg(—z)=g(o) =1, 


ou bien 


(3) g(—z)= 


g (x) 


Cette équation traduit encore une propriété des expo- 
nentielles. Changeons maintenant y en y + z, l'équa- 
tion (1) devient 


g(z)e(r +2) =eg(z +y +2), 
ou bien 


g(r)g(r)e(z)=g(z+r +z); 


en changeant z en z + u, on trouverait de même 


g(z)p(r)o(z)g(a)=g(x +++ u), 
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et ainsi de suite. La fonction a” jouit encore de la pro- 
priété exprimée par cette équation. Faisons x =y = Z,. ., 
la formule précédente deviendra (*) 


(4) q" (x) —g(rx). 


i 


AA +. æ 
De cette équation on tire, en changeant x en-et 
1 


en q, q désignant un entier quelconque, 


y (£) = (x), 


? (£) = (x); 


ou bien 


en élevant à la puissance entière p, on a 


y p 
3 p 
(5) ? (=) = (x). 
q 
Cette équation montre que la formule a encore lieu 
q q 
pour les valeurs fractionnaires de x. Si nous faisons 


à Wi A 
maintenant tendre? vers un nombre incommensurable z, 


les deux membres de l'équation (5) tendront vers des li- 
mites égales; ces limites seront précisément 9 (næ) et 
ọ" (x), en vertu de la continuité de la fonction ọ (**); 
la formule (4) est donc démontrée par les valeurs incom- 
mensurables de z, et par suite pour toutes les valeurs 
positives de z. 


(^) Nous employons la notation ọ"(x) pour exprimer la nie puig- 
sance de ?(x), absolument comme sin“x désigne la n“”* puissance de 
sin x. 

(**) Cette remarque essentielle est souvent omise dans les ouvrages qui 
ont jraité de la question qui nous occupe; Cauchy a bien soin de sup- 
poser la fonction y continue dans son Analyse algébrique. 
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Si nous élevons à la puissance m les deux membres de 
P 
l'équation (3), m désignant un nombre positif quelconque, 


il vient A 


ẹ (— mz) = g™ (z); 


ou bien 


la formule (4) est ainsi établie pour toutes les valeurs 
possibles de z, et nous ferons encore observer que cette 
formule est satisfaite en prenant ọ (x) égal à a”. Procé- 
dons maintenant à la détermination de la fonction ç. A 
cet effet, supposons d'abord x réel ; si dans I équation (4) 
on change n en x et xen n, il vient 

g7 (n) = ga); 


en comparant celte formule avec (4), on trouve 


g" (z)= y (a); 


+ 


si l'on fait n = 1 dans cette formule, on a 
(z) =% (1). 


g (1) est une constante; en désignant cette constante par 
la lettre a, on a alors 


(6) g (7) = 

Supposons maintenant x imaginaire; si nous le rempla- 
çons par x + y V— 1, il vient 

(7) e(z +y V—=1)=¢ (z) (y V=); 


or, en vertu de l'équation (4), on a 


"(y V—1) =g (ny V—1), 
piw V1) = (er V=1); 


I. 20 
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d'où l’on conclut 
glrv—i)=g (avi). 

Si l’on fait n = 1 dans cette formule, il vient 
(y V—i)= er (v-r). 


?(V—1) est une constante que l’on peut désigner par 
r (eos 9 + y— 1 sin 8); l'équation précédente devient alors 


ely V=) =r (cos0y + V—1sin0 y). 


Cette équation, combinée avec (6) et (7), donne alors fina- 
lement 


eg(z+rv—1)=ar (cos0y + ÿ—1sin9 y). 


Telle est la fonction qui satisfait à la formule (1). 


VII. — Binôme pe Newrox. 


Lorsque, dans la formule 


m m(m— 1) 


un r P+... 


m(m— 1)... (m— n+ Du 
FE Sal à pe ...9 


RE RE MEN 


démontrée pour toutes les valeurs entières et positives 
de m, on vient à donner une valeur quelconque à m, le 
second membre devient une série, et il paraît naturel de 
se demander si, dans ce cas, la formule précédente est 
encore exacte. 

Si, dans la série qui forme le second membre de la 
formule précédente, on prend le rapport d’un terme au 
précédent, on trouve, pour expression générale de ce 
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rapport, 


m—n-+1 m +1 h 
x ou ( 1), 


n n 


‘ 


et la limite de cette quantité est — x; si donc le module 
de x est moindre que 1, la série en question sera conver- 
gente, elle sera divergente dans le cas contraire; enfin, 
il y aura doute dans le cas où le module de x est 1. Nous 
supposerons donc le module de x moindre que 1 (p.294), 


et nous poserons 


mm — ı) 
ọ(m)=1 EE e a aE er Aei 
1 { 
0) m(m— 1)... (m— n = ı) 
TaLe — ‘2 P NE 
TER T. 


En changeant m en y, on trouve 


kai u(p— iire... 
Aaaa E T Va 


plezi prn 


PoE 
Te NE NE 


Si nous multiplions ces deux formules membre à membre, 
nous obtenons (en suivant la règle donnée théorème IV, 
p- 291), 


i m+u 
p(m)e(u)= 1 DAT LE Æ 


ju mu ezn] 
HSE AE TRY ANE aA. PAS RS 


152 11 E E 


[ea aE 
+ ; 4 
i, 1.2.9... 
p m(m— 1)... (m— n +2) 
1 1.2.3...(2 — 1) 


+ BU a Ies.. 
CPE EE EURE 


20, 
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Or, si m et y étaient entiers, ọ (m) et ọ (4) représente- 
raient (1 +x)” et (1+ x), g(m) ọ(u) représenterait 
donc (1 + x)"*#, et par conséquent on aurait 


Um +p)(m+p— 1) 
1.2 


o(m)ọ(p)=1+ "Ex + 14... 
3) 
(3) | M an lon ons) CERESE T 

1,229. 10 


Mais les formules (2) et (3) devant avoir lieu quel que 
soit x, on en conclurait (première Partie, Chapitre HI, 


p- 52) 


m(m— 1). (m— n41) pm{m—1)...(m—n+ 2) 


RTE T. Ga a aei) 


pl(p— i) (p — 2)... (u — n+) 
(4) : ns RE ie N | 


_(m+p) (mtp i). (m+ pa +), 
J Esain T 


Or, cette dernière formule a lieu pour toutes les valeurs 
entières de m et u; nous avons donc deux polynômes en- 
tiers en m égaux pour une infinité de valeurs de m, c'est- 
à-dire pour un nombre de valeurs de m supérieur à leurs 
degrés; ils sont donc égaux pour toutes les valeurs de m, 
u prenant des valeurs entières. Donnons alors à m une 
valeur quelconque; les deux polynômes en question 
étant égaux pour un nombre de valeurs de p supérieur à 
leur degré le seront encore pour une valeur quelconque 
de u: il en résulte que la formule (4) se trouve vérifiée 
pour deux valeurs quelconques de m et de u. On peut 
donc à la formule (2) substituer la formule (3), lors même 
que m et p ne sont plus des nombres entiers. Or, la for- 
mule (3) peut s’écrire comme il suit : 


(5) p(me(u)—=e{(m + p). 
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Si nous supposons y. très-petit, ọ (p) se réduira sensi- 
blement à l'unité; en effet, on peut écrire 


= Fe EaD = MINE) js 
p= te| z+ ED -+ | 


mais la série qui entre dans les crochets est convergente, 
quelque petit que soit y, car le rapport d’un terme au pré- 
cédent a pour limite x, dont nous avons supposé le mo- 
dule moindre que 1; donc, en faisant tendre y vers zéro, 
on a 

lim ọ (p) = 1; 
on peut donc écrire 


g(u)—=1+0, 


w désignant une quantité qui a pour limite zéro. La for- 
mule (5) donne alors 


e(m)+owop(m)—e(m+u), 
ou bien 

ọ (m +p) — ọ (m) = wọ (m), 
c'est-à-dire, en faisant tendre vers zéro, 

lim [ọ (m + u) — ọ (m)]= 0. 
La fonction ọ (m) est donc continue, et l'équation (5) 
montre que l’on a pour toutes les valeurs réelles de m 

ọ (m) = a", 


a désignant une constante (voyez p. 303). Pour détermi- 
ner cette constante, reportons-nous à l'équation (1); fai- 
sons m = 1, nous trouvons 


ọ (1) où a=1 +7; 


ọ (m) est donc égal à (1 + x)”. On a donc, pour toutes les 
valeurs réelles de 7z et pour les valeurs de x dont le mo- 
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dule est inférieur à 1, 


{ 3 m(m— i) 
|Ota =r tm + —— A m 
(6) 2,4 “A 
m(m— 1)(m— 2) 
prazna. 
| 1209 


Il est bien entendu que, dans cette formule, le premier 
membre, qui, en apparence, possède plusieurs valeurs, 
devra toujours être pris avec son petit argument positif; 
en effet, nous avons vu que le second membre était une 
fonction continue de 7z; or, toutes les fois que x est réel, il 
faut évidemment prendre (1 + x)" réel, c’est-à-dire avec 
son plus petit argument positif; si l’on fait alors varier x 
en laissant son module inférieur à 1, l'argument de 1 +x 
ne varie pas de 27% (*) ; donc l’argument de (1+ x)", qui 
doit être une fonction continue de x (p. 274), ne varie 
pas de 2m, c’est-à-dire doit être pris avec sa plus petite 
valeur positire, quel que soit x. 

Nous n’examinerons pas le cas où,m est imaginaire : ce 
cas a été étudié par Abel dans un beau Mémoire inséré 


dans la collection de ses OEuvres complètes publiées par 
Holmboë. 


Si dans la formule (6) on pose x = z et si Pon mul- 


tiplie les deux membres par a”, on trouve : 


m (m — 1) 


| (a+ b)" =a" + mar" b + a”? b? 

(7) 

| | pe. TENGA Lalakad AET 
T.23 


—— 


(*) On peut s’en assurer directement, mais il vaut mieux remarquer 
que si du point ı comme centre on décrit un cercle avec un rayon égal 
au module de x, le point 1 + x restera sur ce cercle; or, mod. x étant plus 
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mais cette formule ayant été déduite de (6) dans l’hypo- 
thèse mod. x < 1, elle n’aura lieu que pour les valeurs de 
a et de b satisfaisant à la formule 


mod. a >> mod. à. 


Première Appzicarion. — Les formules (6) et (7) sont 
souvent utiles pour l'extraction des racines; ainsi l’on a, 
par exemple, 

pania ` 1 I 1 
yVı+z=(1 +r)’ = 14r a 
2 2.4 

Lo 1.3.0 


BETT ET R A 


si x est suffisamment petit, on peut poser 


Vi+z=:1 +5; 


l'erreur est égale à 


tas p35.. (2r 1) 


ea 2.4.6.. .(20 +2) es 


Lx 
2.4 
si x est positif et moindre que 1, les termes de cette série 
sont alternativement positifs et négatifs, l'erreur commise 
r 1 ps 

est donc (p. 282) moindre que 54 x°, c'est-à-dire que 
A i è A et A 

g? Si au contraire x est.négatif, l'erreur est moindre que 

BA ena HET 00) 

g désignant la valeur absolue de x, c'est-à-dire moindre 
petit que 1, ce cercle ne contiendra pas l'origine, et par suite l'argument 


de 1+x ne variera pas de 27, puisque le point 1 +x ne peut pas décrire 
un cercle complet autour de l'origine. 
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que ; c’est ainsi que 


1 —$ 


— —— - 1 
V1,004 = 1,002 à 5 (0,002)? — 0,0000005 près. 


DEUXIÈME APPLICATION. — Si l’on veut résoudre l'équa- 
tion 
a + bz+c=o, 


on fait usage de la formule 


si a est très-petit, on a alors 


b 2ac Sac 
= [ee —….)] 


Cette formule est identique aux formules trouvées (pre- 
mière Partie, Chapitre VI, p. 153). 


VIII. — Limire DE (4 fe zy POUR M = © : 


Nous avons déjà rencontré un cas particulier de cette 
expression, celui où l’on a x =1, et nous avons vu que 


: KN A : : PE: 
lim (: -H =) représentait la base des logarithmes népé- 


riens; nous aurons souvent l’occasion de nous servir de 
cette quantité : aussi allons-nous donner un moyen de la 
calculer. 


Lemme. — Six, B,7,... w représentent des nombres 
positifs et tels que l'on ait 


a+B8+y+...+o<1, 
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on aura 
1> (1— a) (1 —P) (1—7). (1—0) > 1 — (2 +B +...+ 0). 
En effet, on a évidemment 
r> (=a) 8), 

et, en multipliant de part et d’autre par 1 — 7, 
manal E S E N a; 
et à fortiori 

vah pa N +7) 


et ainsi de suite. C: Q-.F. D, 
Ceci posé on a, en supposant m entier (formule du 
binôme), 


m — 1 x? 


1.2 m 
(ma) (m— 2)... (m—n +1) aP 
D AS RE ms! 


à dès 
(1+2) =i +r 
( m 


ou bien 


4 «2 cal 
1) f 
(1) i I GA n—1\ x" 
. a due MA ECS Ho. 
| m m in 1.2...7 
Supposons actuellement que m augmente au delà de 
toute limite, et que +, dans cette circonstance, tende vers 
la limite £. Si l’on remplaçait dans le second membre de 


l'équation (1) chaque terme par sa limite, on s’exposerait 
à trouver un résultat différent de la limite cherchée de 


(+ z) » car le second membre de l'équation (1) se 


compose d’une infinité de parties, et dans ce cas, comme 
on sait, les théorèmes sur les limites ne sont plus appli- 


cables (p. 128). 
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Or on a, en vertu du lemme, 


>(-2)(-5) (25 
Di (+2+3+...+n—i) 


c'est-à-dire 


>(= 5) Gi) (sn H. 


On a donc, en désignant par 6,_; un nombre compris 
entre zéro et 1, 


(->) (2). (= H, 


L'équation (1) peut alors s’écrire comme il suit : 


(2) (+2) =a, 


formule dans laquelle on a posé, pour abréger, 


H r æ 
amti- + + + 
1 I re NT 
ER 0r LE at hia (. RTS aaia $ 
2m 1 tå 1.2.3... M — 2 


Orona 


grh grh Z 
LR dis i gi 1.2.3... (m+ 2) +f 


en désignant par ĝ (x) la valeur de la série convergente 


z za a? F 
(4) A ai ad Pc M: +: ARE TER onu 


Cette série est convergente, car le rapport d’un terme 
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au précédent a pour expression générale =; dont la limite 


est zéro (p. 295); de plus, ọ (x) représente une fonction 
continue de x (p. 300), en sorte que la limite de ọ (x) 
est @(£). En second lieu, les termes qui, dans la for- 
mule (3), suivent ọ (x), ont pour somme une quantité 
dont le module est inférieur à 


à Re+! Rr+2 
1.2.3...(m + 1) Ji L23. (m+ 2) ii 


R désignant une quantité qui reste plus grande que le 
module de x. Or cette dernière quantité est le reste de la 
série convergente 9 (R); elle a donc pour limite zéro; 
donc à fortiori les termes qui, dans l’équation (3), sui- 
vent © (x), ont pour limite zéro, et l’on a 


lima = ọ (%). 


. z . + z’ ‘ 
La quantité f, abstraction faite du facteur 3m? quia 


pour limite zéro, a un module qui reste inférieur à o(R); 

donc la limite de ĝ est zéro. L’équation (2) devient alors, 
q 

en passant aux limites, 


(5) lim en 


Nous avons supposé que m passait uniquement par des 
valeurs entières : faisons-le maintenant passer par des 
valeurs quelconques, et soit p. l’entier le plus voisin de m. 

spe: Ar 
La différence entre £ et r est + LE elle est donc 


inférieure à ns c'est-à-dire a pour limite zéro; par suite, 


=. a pour limite l'unité, et E a pour limite £. Ceci posé, 
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Enfin on a 


(ate 


c'est-à-dire, pour m = % , 


im (1— Ex = e(0) = 1, 


d’où l’on conclut 


La formule (5) est donc démontrée, de quelque ma- 
nière que l’on fasse croître la valeur absolue de m. Si 
l'on suppose que x reste constant, on aura č = x, et Ja 
formule (5) deviendra, en remplaçant ọ(¢) ou ọ (æ) 
par sa valeur (4), 


zx" 


j E ai r p 
(6) lim (1+ =) =1 + =+ — ++ IMI +. 
m I 1,2 SE SE TOR 
Si l’on pose 
1 I : 1 
e= i + -= — +... + mr +... ; 
I 1.2 BUS ET: 


la formule (6) donne pour x= 1 la valeur de la base 
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des logarithmes népériens, 


A LT 
lim (: + =) =e; 
m 


par suite, pour les valeurs réelles de x, 


m z 
À EN ie a z\* 
lim ( + z) = lim (i + z) = 
m \ m 
et la formule (6) devient 
æ z? et 
CI + = + — +, + ————— +, ,., 
i 1.2 CES CAR 


Nous allons étudier cette série plus complétement. 


IX. — SÉRIES EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES. 


Reprenons la série 


æ? æ P -ad 
1+- + — HE —— +.. 
1.2 154,3 1:2:9:.2R 


Cette série, qu’il est tout naturel d'étudier après les pro- 
gressions géométriques et après la formule du binôme, 
est toujours convergente, quelle que soit la valeur réelle 
ou imaginaire donnée à æ. En effet, dans cette série, le 
rapport d’un terme au précédent a pour expression géné- 


rale Z, quantité dont la limite est zéro (p. 295). Si nous 


désignons alors par ọ (x) la valeur de cette série, il vient 


1) (x)=1+* Pry -=H 2 
( TUEA T A Pre ACTE RE 
On aurait de même 
UT DA NN: A" : 
I e  R  ca 
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de là on tire, en vertu de la règle donnée p. 291, 


geu) = E 


x" 
+(+ 1.2...(2 —1) 


1.2 1.2.3...2—2 EE s 


c'est-à-dire 


plepi) =r 2 +... 


1 n 
es (=+ Sidna 


1120357 
+ prets) + 
ou bien 
SEE ART Po 
g(æ)e(r)=1+ "DRE ee te ppt" t UE 


Or cette formule peut évidemment s’écrire comme il suit : 
p(ae(r)= (x +y). 


Mais la fonction ọ (x) est évidemment continue (p. 300); 
donc, en vertu du théorème démontré p. 303, on a 


p(z) a 


pour toutes les valeurs réelles de x. L’équation (1) devient 
alors 


k æ gin 
(a-i E e sa A Ae e a N 
I 1.2 AE E NET 
pour x = 1, cette formule devient 
I 1 1 I 
Cimi e e a a + + ———— +... 
1 PP Tee CARE UNE 
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et fait connaître la valeur de la constante a. Nous avons 
désigné cette valeur par la lettre e, en sorte que l’on a 


x? 


gz” 
{2) Pit e 
I 1.2 


PRE. LL EL 
Lorsque la variable est imaginaire, on a (p. 305) 
(z +y V—1) = arr (cosôy + V—1 sin0r), 
et en particulier 
er V—1) =r (cos0y + V=: sindy), 
en sorte que 


ry (éos8y + V— 1 singy) = PS E >- 


i T'en 
à 1.2.3.4 äi ERTA A 


Cette formule peut être remplacée par les deux suivantes : 


gs y“ #28 


das à y. y M EEPE A 
r7 sin0y = Ý — A EEE hai 
I 1.2.3 Oe TE T E 


Or la première de ces deux formules devant subsister 
quand on y change y en — y, on en déduit 


a E, et EAT 


par suite, la seconde devient 


es at a + 
sin0y = : ; Se UE ; 
d'où l’on déduit 
: sinĝy HA 
(4) sea à: Lire 
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Cette formule ayant lieu quel que soit y, faisons tendre 
cette variable vers zéro. Le second membre (p. 295) est 
une fonction continue de y; donc sa limite pour y = o 
est 1. On a ensuite 
sinty _ p sinty., 
I oy 


4 “PE 3 
est l'unité; il en ré- 


Or, pour y = o, la limite de 


sulte que le premier membre de l'équation (4) se réduit 
à 6 pour y = 0. On a done 0= 1, et par suite les for - 
mules (3) deviennent 


ue. eaa aa 
as SA 7 DS AS TA 4.8.6 "°° 
pen 
+ — 
TEPERT E 
(5) s | 
PI ir Ti aa aA 
Inti 
= "A E 
Tai = Ea 


Nous avons donc en résumé 


s(t) =e; e(r V—1 )= cosy + ÿ— 1 siny, 
e(z+rV—1)=v(r)elrV—1) ) = e7 (cosy + y=! siny). 


X. — USAGE DES FORMULES PRÉCÉDENTES. 


Le nombre que nous avons désigné par e dans le para- 
graphe précédent est, ainsi que nous l'avons vu, la base 
des logarithmes népériens. Pour calculer ce nombre, on 
part de la série 


1 I I ` 
e=1+- -+ — + +... + —— c +.... 
153 1.2.3 14.3, ..n 
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Il est facile de calculer une limite de l'erreur commise 


I 
F A Mn 
en arrêtant la série au terme ——— ; mais, pour plus 
YU Ur PERD 


de généralité, nous considérerons la formule 
x? g 


2RN ie d a s 
isa E W R n 


x£ 
Aim 


Si nous arrêtons la série au 7 + 1®”° terme, l'erreur sera 


a+! 1 RL À] Li L 
1.2.3... (n+ 1) Tn+2 a ES) -h 


c'est-à-dire, si x est positif, inférieure à 


att Tr À w 
1.2.3...(2+1) S ET TS pt) 


c'est-à-dire à 
art I 
1.3.3:..(n +1) $ x 
n+1 


Si l'on suppose x moindre que n, cette quantité est évi- 
demment moindre que 


gti 
23... À 
anti 

Lorsque x est négatif, EAE AT VONT est une limite 


de l'erreur. 
Le nombre e est incommensurable et égal à 


2,718281828459045.... 


Pour démontrer l’incommensurabilité du nombre e, il 
suffit d'observer que si l'on pouvait avoir 
Mrs Poe rte. 
(9) “ais faire dre 7 r A 304 ÿ 
I. 21 
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p et q désignant deux entiers, on en déduirait, en multi- 
pliant par 1.2.3... q, 


1.2.3... (q — 1) . p = 1.2.3... q + 2.3... q + 3.4-9 + … 


I 1 
++ — +H. 
q+ı (4+1)(g+2) 
Or cette égalité est absurde. En effet, le premier membre 
est entier; quant au second, il est évidemment fraction- 
naire, car 


I I 1 
PERTE ITEMS 


—— + ..., 


Surj rF 


c'est-à-dire 


ou bien 
s= 
9 
La formule (1) est donc absurde et le nombre e incom- 


mensurable. È: Qs F. D. 
Les formules 


4 ae 
se rie na RE 4 
al g: HE 
pr EE FE o hé ANNE 1 + 


sont les plus commodes que l’on puisse employer dans le 
calcul des lignes trigonométriques d’un arc donné; elles 
sont très-convergentes lorsque l'arc y est petit : la limite 
de l'erreur dans ces séries est égale au premier terme 
négligé. 

La formule 


$ gr ig 
Pr E A A E 
I 1:2 Pe. a" 
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devient, en remplaçant x par xla, la caractéristique Z 
servant à désigner un logarithme pris dans la base e, 
æla  xl'a a" l'a 


a = iI + — ++ ———— 
1,2 CPE ST 


et cette formule peut servir au calcul de a”. 


XI. — THÉORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


La fonction ọ (z), définie par la formule 


z g zn 
g(z)=1+ H E AS Lu d 


1.2 nr "oi 


jouit, comme nous avons vu (p. 317), de toutes les pro- 
priétés de la fonction exponentielle : elle se réduit pour 
les valeurs réelles de z à e*; il est donc naturel de la dési- 


gner par le symbole e* lorsque z devient imaginaire. Or 
nous avons trouvé (p. 320) 


(z +y Vi) = «(cosy + y=! siny); 
il en résulte 
erty Y= — e (cosy + V—1 siny), 


et en particulier, pour x = o, 
(1) er Yi = cosy + ÿ—1 sin y. 


Telle est la formule trouvée par Euler et qui lie les 
exponentielles aux lignes trigonométriques : cette for- 
mule ne constitue pas, à proprement parler, un théorème ; 
elle renferme au contraire une définition, celle du sym- 
bole e’*-1, 


21. 
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Nous définirons le symbole a” par la formule 


me 


démontrée dans le cas où x est réel, 
Nous appellerons logarithme de x dans la base a la 
quantité z qui satisfait à la formule 


GR TE = 
Si l'on remplace x par r(cos0 + ÿ— 1 sin6) et z par 
u+v y=, il vient 
elare V =i la — r (cos + V= r sin 9); 
c'est-à-dire, en vertu de Ja formule (1), 
gra [cos (ola) + d= sin (v/a)] = r(cos0 + V—1 sin9). 
On déduit de là 


ar, vla —=2hr +0, 
c’est-à-dire 
tr 


1 
u=’ v= g(2kr +0). 


On a donc finalement 
log! r (cos 9 + ÿ—1 sin 0)] = 7 [tr + (24 + 0) Fur 
Si dans cette formule on suppose 9 égal à zéro, on trouve 
1 — 
H a (tr kr V—1). 
logr a r+2 LA 1) 


Cette formule montre que les quantités positives, outre 
leur logarithme réel, ont encore une infinité de loga- 
rithmes imaginaires; si l’on y fait r= 1, on trouve 

1 


ogi = 7 24T yt 
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Cette formule fait connaître les logarithmes imaginaires 
de l'unité. 

Il va sans dire que les formules 
a 

lab = la + ib, lila —lb,..., 

s'appliquent aux logarithmes des quantités imaginaires 

comme à ceux des quantités réelles, avec certaines res- 


trictions analogues à celles que nous avons rencontrées 
dans le calcul des radicaux. 


XII. — GÉNÉRALISATION DES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES. 


Si l’on reprend les formules 


{ a? 7 
Daa er Garros 
fi fines 2 à EI > tartes 
TE MEN DES DE RE AT ALMA Le 


et si l’on observe que les seconds membres restent con- 
vergents quand on suppose x imaginaire, on pourra re- 
garder ces formules comme définissant, dans tous les cas 
possibles, les fonctions sinx et cosx. Nous définirons les 
autres lignes trigonométriques à l'aide des formules 


sin x 1 : 1 à 1 
langz — es SCT = s COST = —— 
cos.r cotr cos x sings 


Des formules (1) on tire identiquement 
cosr + 1E 1 Sinz = e v, 


C'est la formule d'Euler déjà démontrée plus haut; on 
en déduit, par le changement de x en — x, 


coss — ÿ— 1 sinz = e77, 
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et par suite 


ezŸ= o= eY L ei — es: 
(2) coss = ———, sins = —— =: 

2 2 \y—ı 
Ces formules peuvent servir à vérifier toutes les formules 
de la Trigonométrie; ainsi on en déduit 


` e Vi ex +2 e: Lerpre er? fai 
COST + sin? r = ——— — 


PR NT PR I D LU IT BNC MON LOT PU QT C MINS LIe LME CE YU 


Les formules (2) montrent que les fonctions cos (x ÿ—1 ) 


et y Zr sin (xy =i) sont réelles. On leur a donné les 

noms de cosinus et de sinus hyperboliques. C s eP r:2 
Les fonctions arcsinx, arccosx, arc tangr, etc, y. 

seront définies par les formules 


sin (arcsinx) =z, . 


Calculons, par exemple, arc tang (y V—1) ; on a 


sinx ence a 
tangz = — = -LNA —) 
coss eY e yi 
ou bien 
r= gV s 
tang z = ———© VŅV—'!. 
RE, 


Si l’on pose dans cette formule tangx = u, on en déduit 


! 
PET er PL nb ri 


, 


V—1 + u 


et par suite 


APT me ea 
V—i+u 


l désignant un logarithme pris dans la base e. Si l’on 
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change dans cette formule u en y ÿ—1, on a 


— LA kasy 
e a a RETTA 

ou bien 
— 1 1— y 
arc tan —1)= — 1 =. 
gly v=) ETT E ET 


Pour plus de détails, on peut consulter divers Mémoires 
de Cauchy dans les Nouveaux Exercices de Mathéma- 
tiques, t. IV. 


XIII. — Des FONCTIONS TRANSCENDANTES CONSIDÉRÉES 
COMME LIMITES DE FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


Reprenons la formule 
< æ\" 
(1) lim (+2) T A 


démontrée p. 312; pour x = ı elle devient 


å Tyn 
lim (: + 5) é. 
\ m 


A 1 
Si dans la formule (1) on pose m = —, on a 
gz 
1 


lim (1 + ax)” =e" pour 4—0o 
ji , 


et pour x S1, 
1 


lim (1 + 2)” =e PAE ce — 0. 


La formule (1) donne, en changeant x en + xÿ—1, 


Er TNA => 
lim (: a CAE PA sde 


m / 
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donc, en vertu des formules démontrées p. 326, 
JAN FER 
Lim [(1+ 2 =) 4128) ]cose, 
2 m m 
BERAREN S [(: Masi + s5 (: ee MEN |= sin x. 
2V—1 m m 
Si dans la formule (1) nous posons x = /z, il vient 


à dz\" 
lim ( + 4 = 34 
m 
si lon avait rigoureusement 


( lz 
pok =a 
m 


oa 


on déduirait de cette formule 


hi 
fe (or — ) m, 


Tout porte donc à penser que la limite de lexpression 


o) (Fui 


pour m =  , est égale à /z. Posons 


z™ =1 +2 
d'où l’on tire 


iz 
L e=l(1+ a) OÙ m == 
m 


Fa) 
l'expression (2) deviendra 
lz a iz j 
l(i+ a) FS s 2” 
l(a)". 
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1 
mais quand on passe aux limites, (1+x)” a pour limite e, 
et par suite l'expression (2) a pour limite /z. On a donc 
1 
lim |z” — a m= z pour m—, 
ou bien 


2% — 


(3) lim 


= ls, pour :4—0. 


Comme on peut faire z — e dans cette formule, on a 


P 
. e—: 
lim —#; 
a 


donc 


XIV. — SÉRIES LOGARITHMIQUES. 
Si dans la formule 
RE nm 
Iz=lim——— pour æ—=0, 
g 

on pose z = (1+ x), on a 
(a+ x) — 1 

EE) 


l(1 +7) = lim — = 


en supposant mod x < 1, la formule du binôme donne 


Lu) lim |e te 4 EE + 


ou 


() (+2) lim [0-92 +0a(r- 2) | 
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Or, si nous désignons par R une quantité plus grande que 
le module de x, mais plus petite que r, la série 
He... 119 i 
RE es O A 


sera convergente, comme ayant ses termes respectivement 
plus petits que ceux de la progression géométrique dé- 
croissante 


R+R +R +...+R"+ 
On pourra donc toujours prendre n assez grand pour que 


R+ R+: 
E Le 


E 


et à fortiori pour que 


mod (ia) (1—4) (1 2) 2 
(Es +] 


quelque petit que soit x. Or on peut toujours prendre g 
assez petit pour que 


a? q z z 
z—(1— a) z tE (1—2) (5) (-+)£ 
diffère de 


d’une quantité dont le module soit inférieur à ò; en sorte 
que la formule (1) peut s’écrire 


Q désignant une quantité dont le module reste inférieur 
à 29 lorsque l’on fait diminuer indéfiniment g. Or ò 
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étant aussi petit que l’on veut, on aura rigoureusement 


G)  i+a)=r-Ê+T 


a” 
3+ Fi 


Mais cette formule n’est démontrée que pour les valeurs 
de x dont le module est inférieur à x; il ne faudrait donc 
pas en conclure 


I I I I 
3) (1+1) =l2=1— ++. HT... 
(3) (1+1) sTÉTET n F 
en passant aux limites, car la valeur de cette série n’est 
peut-être pas continue pour x= 1. Pour faire sentir tout 
ce que ce raisonnement a de vicieux, observons que l’on 
peut intervertir les termes de la série (2), puisque cette 
série ne perd pas sa convergence quand on réduit ses 
termes à leur module, et l’on a ainsi 
CRE OU RE RL 
liubz)=rztenste trees + 
SEE le Ci e T NT ae à 


Si l’on en concluait 


la+) =l =+ HÈ LES : : 
A AT Por ea Li Gi die, 
la formule (3) donnerait 
I I I I 
V'ÉPSTATE CS 
sh ee US I D'LA I 
= 1 3 > a DR NS TT 


formule que nous avons reconnue inexacte p. 286. 

Si dans la formule (3) on change x en — x, etsi l’on 
retranche l'équation ainsi obtenue de l'équation (3), on 
trouve 
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ta 
et en changeant x en -; 


(4) N+) er) 3 ($+ m+tat.) 


í 


Posons maintenant 


N f 
D ES ou (act) = (me) = D N; 
z—1 N 
on en tire 


z= 2N +1, 
et la formule (4) devient 


RE) 
(6) 


= IN +2{ + te) 


I I 
2N+1 Eg (2N+1) 5(2N +1} 
Telle est la formule que l’on emploie quand on veut effec- 
tuer le calcul des logarithmes des nombres; en y faisant 


N=1, 23,2. on troûve 


nn mn mms 


On arrive ainsi à /10. En désignant alors par M le mo- 
dule des logarithmes vulgaires, on a 


et par conséquent la formule (6) donnera 


l 
log (N + 1) = log N + 2M CR +50 +) 
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On pourra faire N — 1000 dans cette formule, et elle fera 
connaître le logarithme de 1001, puis celui de 1002, etc, 
On a proposé d’autres formules encore plus expéditives; 
nous renverrons le lecteur curieux d’approfondir cette 
question à l'excellent ouvrage que M. Koraleck a publié 
sur ce sujet. 


XV. — CALCUL DU NOMBRE 7. 
Reprenons la formule 
I 
Uata) iar HE ndin. 


Si l’on y fait x =y V—ı, ona 


Er e+=) 
(1) ee LES 
| =y-% +ý- 2+. 


Or on a (p. 324) 
iliy yae z z (1+3) + (arc tangy + 247) V—1, 
iay VET) = E e+ y) ren 2 VET: 


La formule (1) devient alors, en observant que À n’a pas 
forcément la même valeur dans ces deux formules, 


arctangy + 24r = y — 


Ex 


M PE a 
+ : He... 


Pour y = o, le second membre de cette équation s'an- 
nule; il doit donc en être de même du premier; donc 
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k= 0; donc enfin 
3 5 3 
arc tangy =y — + +} i Too.) 


et cette formule est démontrée pour toutes les valeurs 
de y comprises entre +1 et — 1. 
Il est aisé de vérifier la formule 


4 c tang = t i 
pr ar ang z — arc M 


d’où l’on conclut 
TRE 35 "55 7.5 s) 
PREST LIN a 
239 3.239 5.239 ‘‘ 4) 
Cette formule est éminemment propre au calcul de 7. 


EXERCICES. 


4. Les séries 


L COSL + T’ COS 2x + X’ COS 3 +... + 2" COSNT +..., 
æ sinx + r sin2x + æ sin 3x +... -+a sinnt +... 
sont-elles convergentes? Trouver leurs valeurs. 
2. Trouver les valeurs des séries 

1+rz+ on + 32 + E +...+ ne" +..., 
14 x + 22 + 30 + fat... no... 
14 x + aan état nat, 
1 + recos + 27° co820+...+n"r"cosn0+..., 
1+ rsin0+ 2472 sin20+...+n#r" sinn0+...: 


entre quelles limites ces séries sont-elles convergentes? 
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3. Démontrer les formules 
n(r — 1) 


COSA2X = COS" r — cos"? x sin°?x 


1.2 
4 mie) res) aama Lo à cos"-‘x ein r — .4. 
1.2.3.4 1 
sin zz = n cos" sin x — (a —1){8 — 2) 


3 » gin? . 
ses cos" x sin x + ..,; 
entre quelles limites restent-elles exactes lorsque x n’est pas un 
nombre entier? 

Lorsque l'on y fait zx = z, et que l'on y fait z = œ, on en 
déduit Í 


z? zí 
cosz = I — — + — —,,; 
AEE 3 
r À p 
sinz = 3 — 


CHE M DS A 1 DRE 
on propose de rendre ce raisonnement rigoureux. 


4. Convergence et divergence de la formule du binôme, lorsque 
l'on suppose la lettre ordonnatrice égale à 1. 


5. Démontrer les formules 


tem ra Re ET ; 

DR ER A ES CRE 

z 2(2+1) (2+1)(24+2) 7 (z+nr)(z+r+1) 
de ETIN E sa 
T—1 RDS TA ET ON TRS, Ce 


6. On admettra que les fonctions tangx et xcotz soient déve- 
loppables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
de leurs variables ; on emploiera la méthode des coefficients indé- 
terminés pour trouver les différents termes de ces séries. 


7. La fonction logæ ne saurait coïncider avec aucune fonction 
rationnelle de x. 


8. Mettre les expressions arc tang (£+ y y —1), er Vi, 


 æ—yy—1 
et arccos (x+ y — 1) sous la forme a +6ÿ—1. 
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9. Développer en série ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de x les expressions suivantes : 


l(a + bx + cz’), 
1Ž+Pt+g4 
2+pz+q 
1 
TF 2x coso +1 


10. Démontrer les formules 


1 2 3 n 
AE E T 
CE E OE. sien 
RO E PP re E 
-eotea 
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CHAPITRE V. 


SUR LES EXPRESSIONS CONTINUES. 


I. — Des séRIES DOUBLES. 


Concevons qu’à l’intérieur d’un angle droit on mène 
une série illimitée de lignes équidistantes parallèles à cha- 
cun des côtés ; on formera ainsi une sorte de quadrillage. 
Supposons maintenant qu'à l’intérieur de chacun des 
petits carrés ainsi formés on inscrive une quantité réelle 
ou imaginaire, on obtiendra ce que l’on appelle une série 
double; pour simplifier le langage, nous supposerons 
toujours l’un des côtés de l’angle droit vertical et l’autre 
horizontal. 

Une série double est convergente lorsqu’en prenant 
n, termes dans la première rangée horizontale, z, dans la 
seconde, etc., nm dans la m°"°, et en faisant la somme 
ainsi obtenue, cette somme tend vers une limite fixe appe- 
lée valeur de la série ; lorsque les nombres m, n,,n:,..., 
n, augmentent indéfiniment, quelle que soit du reste la 
loi d’après laquelle ces nombres grandissent. Une série 
double qui n’est pas convergente est divergente. ô 

Cauchy a étudié les séries doubles dans son Analyse 
algébrique et dans ses Résumés analytiques; mais il faut 
avouer que ses arguments n'ont pas toujours toute la 
rigueur que l’on exige dans l'étude des sciences exactes. 
Il y a entre les séries doubles et les séries ordinaires une 

I. 22 
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analogie de propriétés semblable à celle que l’on ren- 
contre dans l'étude de la Géométrie plane et de la Géomé- 
trie dans l'espace; c’est ce que l’on peut reconnaître dans 
l'énoncé des propositions suivantes, dont nous laisserons 
la démonstration aux soins du lecteur. 

1° Pour qu’une série double soit convergente, il faut 
que les termes tendent vers zéro à mesure que l’on s'é- 
loigne du sommet de l'angle droit. 

2° Lorsqu'une série double a ses termes positifs et 
moindres respectivement que ceux d’une autre série à 
termes positifs et convergente, elle est elle-même conver- 
gente. 

3° On n’altére pas la convergence d'une série double 
en changeant les signes de quelques termes. 

4° Une série double à termes imaginaires est conver- 
gente si la série des modules de ses termes l’est elle-même. 

5° Lorsqu'une série double ne perd pas sa conver- 
gence quand on réduit les termes à leur module, on peut 
sans inconvénient intervertir l'ordre de ses termes. 

6° La somme des valeurs de deux séries doubles con- 
vergentes est une série ayant pour termes la somme des 
termes correspondants des séries proposées. 

7° La série 


V i g G ST CT 
AE P A AEE a a nE 7 
24 t 24 ol 24 3# 2# 4” 


STARS RTE Le 
324 33R gege 


PA 
j 


est convergente poyr y >i. 
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II. — Des Pnopurrs D'UN NOMBRE INFINI DE FACTEURS. 


Si lon considère des facteurs en nombre illimité mais 
dans un ordre déterminé, on dit que leur produit est 
convergent si le produit des z premiers tend vers une 
limite déterminée différente de zéro, lorsque n augmente 
indéfiniment. 


Tuéonëme I. — Un produit quelconque peut se mettro 
sous la forme 


(1+ 2) (1+ ue)... (T+ aa) (1 + anpi) +..., 


et, pour qu'il soit convergent, il faut que «, tende vers 
zéro. 

En effet, en appelant P, le produit des z premiers fac- 
teurs, on a 


E I H a. 


Pa 


Or la limite de P,, si le produit en question est conver- 
gent, doit être la mème que celle de P,_,:; donc x, doit 
avoir pour limite zéro. 


Taéorème I. — Le produit suivant, dans lequel «;, 
Gas. Xn SONË positifs, 


(1) (1+ a) (1 a)... (1+ œ)..., 
est convergent ou divergent en même temps que la série 
(2) ai Ha Hat... Ham... 

En effet, on a é 


P, ou (1a) (1+ a)... (1 + ae) Dr +a + aH. an. 


Si donc la série (2) diverge, z, + Za+. . . -+ n, augmente 
22. 
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indéfiniment; donc P, augmente indéfiniment avec n et 
le produit (1) est divergent. 
D'un autre côté, on a 


iEn es Lire ms a SOA ta See a 
donce 


(aahit a (14e) R rE e, 


Si donc la série (1) est convergente, P, aura une limite 
pour n = œ% , et par suite le produit (1) sera convergent. 


Taéonème IM. — Lorsque le produit 
(1) (1# a)(i + a)... (t+ an)... 
est convergent, la série 
(2) (+) + Ur + a) +... 
l’est aussi. 


Taéonème IV. — Si le produit (1) devient convergent 
quand on remplace &,, &,... par leurs modules, il 
l'était primitivement. 


En effet, considérons la série (2); si l’on désigne en 
général par p, le module de z,, on pourra poser 


L(I + an) = an + Iph 


0 désignant une quantité dont le module est inférieur 
à 1 (*). Mais par hypothèse le produit 


(rp) (1 pr) (1H pa) +. 


(*) On sait, en effet, que le logarithme népérien de 1+4x, est 


a? a? 
u — — + -= —..., c'est-à-dire égal à x, plus une quantité dont le module 
2 3 n 
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est convergent; donc la série dont le terme général est p, 
est convergente (théorème IT) ; donc à fortiori celles dont 
les termes généraux sont +, et 8p; ; donc enfin la série (2) 
est elle-même convergente. C. Q.F. D. 


II. — Des FRACTIONS CONTINUES. 


On appelle fraction continue une expression de la 
forme 


dans laquelle les quantités a;, as, a,,..., bi, ba, b,,... 
peuvent être en nombre illimité. Deus ce dernier cas, 
il est indispensable de définir ce que l’on appelle valeur 
de la fraction continue. 

Lorsque l'expression 


2 
+ HE E. Wi. 
est inférieur à — (CA + ph +...) on à - 
2 2 1— Ps 


< Or on peut supposer p, 


inférieur à $, alors le module de la quantité négligée, en prenant 


L(1-+ 2,) égal à x, sera inférieur à PA; cette quantité elle-même pourra 


donc être représentée par 8p°, 6 désignant une quantité dont le module 
est inférieur à 1. 
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pe pna 
que nous désignerons par le symbole $, 3° tend vers une 


limite finie quand z croit indéfiniment, la fraction con- 


2a 


. . . . sna 
tinue est dite convergente, et la limite de siz ouf, z 


est ce que l’on appelle la valeur de la fraction continue; 
a 
b 
tion est divergente. 


p pn . . 
dans le cas où f, - ne tend vers aucune limite, la frac- 


sna ` 
La valeur de f, g est ce que l’on appelle la n°"° ré- 


duite; %, Lyc. sont ce que l’on appelle les fractions 
bi b: 
intégrantes. 
Occupons-nous de la formation des réduites. On a 


== 
TRES Td 
> b 
JPEE ER. 
(1) ‘6 bib, +a 
pa a, bib; + aias 
Sro 6,0:b, + ab, + bras 


La loi de formation de ces réduites est exprimée par la 
formule suivante : 


Posi e Pn öns: + Pi 
Quri Fy Qabrni G Qu—i anyi x 


dans laquelle P; désigne d’une manière générale le numé- 
rateur et Q; le dénominateur de la &*"* réduite. Pour dé- 
montrer la formule (2), admettons qu’elle se vérifie jus- 
qu’à une certaine valeur m de n, changeons m en m +1; 
nous allons voir qu'elle subsiste pour la nouvelle valeur 
de n. En effet, pour passer de la m + 1°" réduite à la 


(2) 


Amt? , il 


m + 2%", il suffit de changer bnp: en bnp + 


bmt 
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vient alors 


Pis (Pa bu: + Pohi) LE EF Palis 
= = , 
Qm: (Qn Dari = Quake) | A r Quan+: 


c’est-à-dire 
Pois +S Prsi bma + Puani $ 
Qu: Qu: bn+s + Qaam: 


La formule (2) est donc vérifiée pour n = m + 1; or elle 
est satisfaite pour n = 2, comme le prouve la relation (1); 
elle l’est donc pour n = 3, par suite pour n = 4,...; 
donc elle est générale. GO FD: 

Les numérateurs et les dénominateurs des réduites 
peuvent se mettre sous la forme de déterminants; ainsi 
on a généralement : 


Un. — 4 0, One | 
Ass by myi 0, | 
P, =a | 0, As, b,, sd |» 
rs O TR ST PRE SET | 
0, 0, Os... Ans bn | 
(3) 
b, — 1, 0, 0, 
Ai bs, =E 0, 
Qa= | 0, LEP bz, =]; 
0, D Ooa Ans b, 


Ces deux formules remarquables peuvent, comme la pré- 
cédente, se découvrir par voie d'induction; elles se véri- 
fient directement pour n = 1, 2, 3 : en admettant qu’elles 
se vérifient pour n = m, il est facile de voir qu’elles se 
vérifient encore pour n = m + 1, et par suite, comme 
elles ont été vérifiées pour n —3, elles le sont pour 
n=4,5,6,.... En eflet; pour passer de P, à Prys, il 
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faut avoir recours à la formule 
Piy zE Ea Bisi afe Pii layt 


or, si lon ordonne le déterminant 


| ba =i 0, 0, TONEN | 
Ass by, 1; 0, 0,. 
Glo 2708 b,, —'T Oje | 
0, or Mo hais AN 


par rapport aux éléments de la dernière ligne, on 
trouve qu’il est précisément égal à P,,b,41 + Pia. 
Donc, etc. C. Q» F. D. 


IV. — CONVERSION DES FRACTIONS CONTINUES EN SÉRIES. 


Lemme. — Le déterminant P,,,Q,— Q,;,P, a pour 
expression 


í 
{— 1) adas.. oani 


En effet, en remplaçant P,,, et Qayı par leurs valeurs, 
on a 


Pati Qa I Qni Pa = (P, bati + Pai Ani) Qha 


7 (Qu + Qni ans) P, 
ou 


Pré Qu PaA Qasi P, = — anyi (PQ =a (UE in 


Si l’on transforme le second membre de cette formule 
comme on a transformé le premier, et ainsi de suite, on 
tombe finalement sur la formule 


PQ Ta Qasi P, == (— 1)" taa. Angie 


C.Q,F, D. 


La diflérence entre deux réduites consécutives est donnée 
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par la formule 


Pos No P, = Pri Qna — Quai Pn. 
Qarsi Q, an Qni Qn : 


c'est-à-dire, en vertu du lemme précédent, 


Pis P, Ai. o e Ang 
— a = 1 P 
Qui Q 


QC 
Ceci posé, on a identiquement 


= + (à z) +g g) +(e- g) 


Qu Q \® Q O Q Qu Q 
c’est-à-dire 

Piz a, a; 4; CE Aiii i aahi 
Ge h QT SU VE N 


h 


P LE i 
Cette formule montre que —"% tend vers une limite finie 
CEA 


ou indéterminée pour n =  , selon que le second mem- 
bre tend aussi vers une limite finie ou indéterminée 
pour n = œ; en d’autres termes, la fraction continue 


o a . 
4; 7 st convergente ou divergente en même temps que 
la série 


a _ at P ie A 
(4) “RO SRE: e 


et de plus est égale à la valeur de cette série lorsqu'elle 
est convergente. 


V. — RÈGLES DE CONVERGENCE DES FRACTIONS CONTINUES. 
Les règles de convergence encore peu nombreuses et 


peu étudiées des fractions continues se déduisent de la 
considération de la série (4). 
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Tuéonime I. — Si les quantités b,, b,,..., bns. 
sont toutes positives et si le produit b,b,...b, augmente 


. , . . . sœ I s 
indéfiniment avec n, la fraction continue f; 7 sera 


convergente. 

En eflet, les déterminants (3) montrent que Q, est 
supérieur au produit bb,b,...b,, et par suite la série (4), 
dans le cas que nous examinons, a ses termes alternati- 
vement positifs et négatifs et indéfiniment décroissants ; 


. . po í 
elle est donc convergente, et par suite la fraction f, = 


l'est également. ©. Q: F. D 
Le second déterminant (3) peut encore s'écrire : 


b, I 
—+ —— 0 
a a 
b, 1 
1, re = y} O0 
Qn = 01 A1434; . + an a: A, 
b, 1 
0, 1, soi == y O 
4; as 


on en déduit, en suppôsant 4, 4:,..., b,,b,,... positifs, 


a: a: 5 did. EN 
pe Pr PE mt uso a 5 
Qn Qui * b, GANTS: 
(aa... an)? an | =) — 
a; An] Ant 
ou bien 
A Ane + + Anyi Ea MAA. Anya 


ORN Oga b? HH bi. + + 1 
On peut donc énoncer le théorème suivant. 
Tutorème I. — Si le produit 


A 4; 4; An An 


HD bb 
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a pour limite zéro quand n augmente indéfiniment, la 


» ` æ a 
fraction $f — est convergente. 


VI. — CONVERSION DES SÉRIES EN FRACTIONS CONTINUES 


` 


Reprenons la formule (4) 


4 4, PARA dd. cd 

a =i I i e aeii EE a ; 
DURS n dut ur à ETE A hé Qu + 
posons 
(5) QU = 


nous aurons 


Ail» 4 «Any 
Qu Qu 


Si l’on observe alors que 


Quri = Q; bayi 7 an1 Qui) 


À) Vo Us = 


(Qari LT ani Qn-1)- 


cette formule devient 


Aaz. e -Anyai 
Un — Uny = 2 b 


Qr: Qu+: gi ; 


d’où l’on conclut 


(tni HE; Un) (Un Fun lny ) = pe RE eee MRE i- [RSR 


Qu: Q:- Q, Qu+1 


c'est-à-dire, en vertu de l’équation (5), 


; b i 
(Uni — ün) (un — tnaa) = babari ltn—i Unti 3 
Anyai 
d’où l’on tire 
2. n baji Uni Uni 
(6) AE ET Een) 
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Lorsqu'on se sera donné b, bs..., ainsi que u; u:..., 
les valeurs de 4,a;... en résulteront immédiatement 
par la formule précédente. Or on peut choisir 


= Lis 
et l’on aura 


‘ 


Ans = Une Unti 5 


d’où résultera la formule suivante, en choisissant b; == 1, 


Ui — Ur + Mg —.. 
nS $” a pan t, 
=f 37 à 
+ en 
N 
= 5 U, u 
Us — Us + ch 
ty— iu +: 
* 
Cette formule peut s'écrire comme il suit : 
I 
ti — UE, = ——— 
I 
75 
= + y 
tta I 
1 I ui 
Hs A, I eu: 
MU f 
L 
, s 1: I 
c’est-à-dire, en posant gT bn 
R 
1 I I I 
QUE A ane 
fes a k z3 
2 
v — 0, + = 
j X 03 — 03 + 
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ExEMPLE : 


Cette formule est due à mylord Brounker, créateur de la 
théorie des fractions continues. 


Dans la formule (6) remplaçons u, par = il 


scale 
vient : 
A me LS bn }, - 
7 (et T y ET 
Or nous pouvons prendre 
Diri = dés LES I, Anyi == des 


alors, en observant que la formule (6) ne s'applique pas 
au cas de n = o, et que a, et b, doivent être déterminés 
directement à l’aide des relations 


ON 
DT À 
nous aurons 
1 S 1 I 
RÉ c l’ MM 
À À à MX À 
1 1 A2 1h CU RAR AU à 
dk — 1 + da — 
3 ENTREE 
On trouve ainsi 
Ta ARNA I 1 1 
E ETUE Vas MT 1 
IH- 
2 
I + 
2+. 


http://rcin.org.pl 


350 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


ou bien 
l | I 
Le LR 2 
1+ — 
2 + 
3 
VII. — APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FRACTIONS 


CONTINUES A L'ANALYSE NUMÉRIQUE. 


Lorsqu'on veut démontrer l'incommensurabilité de 
certaines transcendantes, un excellent moyen consiste à 
les développer, si l’on peut, en fractions continues, et le 
théorème suivant permet alors, dans un grand nombre 
de cas, de trancher la question. 


Taéonime I. — Si les fractions * 3 To. - sont toutes 
2 


i s a 
en valeur absolue moindres que 1, la fraction $? safi 
k ) 


présentera un nombre incommensurable, pourvu que 
l’on n'ait pas, quel que soit n, by = a, +1. 

Nous supposerons a; , b;, as, b,,... entiers, mais du 
reste quelconques, positifs ou négatifs, On aura d’abord 
en valeur absolue 


Tr <ù 


sg > . PEN ip ur LE 
mais z étant inférieur à l'unité, b, + g, sera encore 
2 2 


plus grand que a, , car la différence entre a, et b, est au 
Le we a, 6 
moins d’une unité, en sorte que quand mème z- serait 
? 
de signe contraire à b,, on aurait toujours 
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. . . pna 
En continuant ce raisonnement, on voit que fiz? 
n étant un nombre fini, sera moindre que 1; mais on 


` due =a . A 
ne peut pas affirmer à priori que f” — soit moindre que 1. 
peut p P q ÿ- q 


. CO a 
Tout ce que l’on peut dire, c’est que la limite de ST est 
; 3 a : ; 
au plus égale à 1. Mais pour que f” 5b il faudrait 


7 NZA , 32 a, goa 
que b, diflérât de a, d'une unité et que l’on eût f7 J57b 
c'est-à-dire que b, différåt de as d’une unité, etc.; en 
, æa , z 
sorte que l’on aura f; J5! dans un seul cas représenté 


par la formule 


Ce cas est le cas d'exception signalé dans notre énoncé. 
Posons alors 


nt AS Ca AN ul fée 
on aura 
|: QE a, 
Ar bae 


c’est-à-dire 

Bb. + C=a, A ou C=a, A — L.B. 
Si donc B et A sont entiers, C le sera aussi, et ainsi de 
a 
b 
A et B entiers; mais on a 


suite. Or si f7 z est commensurable, on peut supposer 


B C 
Ap < I, B LES Lys... 
c'est-à-dire 


ASB> CHRIS. 
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Ainsi A, B, C,... seraient des nombres entiers indéfi- 
: fus : a 
niment décroissants, ce qui est absurde; donc f 4 ze' 


incommensurable. C: Q. F. D. 


` . I 
Première APPLICATION. — La fraction $7 z dans la- 
a 


quelle a est un entier, est incommensurable. Supposons 
cet entier constant, et soit z la valeur de la fraction, on 
aura 


c'est-à-dire 
z' + az — I = 0; 


_—a+tVe +4 
DE PANNES . 


ou bien 


Va* + 4 est donc toujours incommensurable; donc enfin 
a? + 4 n’est jamais un carré parfait si l’on a aœ>ı, ce 
qu’il est facile d'établir directement. 

Deuxième APPLICATION. — Posons 


x LÉ 1 g 
2) =1 -= 
f1 re 


I a 


HAUT Sud” 2 +1). (s+n—i) 


Le second membre de cette formule est une série conver- 
gente, car le rapport d’un terme au précédent a pour 


. T2 La ., . 
expression générale ———; quantité qui a pour 
P 8 n(z2+72—:1) a a P 


limite zéro pour 7 = œ% . On a, en changeant z en 3 +1, 


r i) res E] ql [i x? y 
v| = _ ne DER EF - MSpEnx .. 
iiti 12+1 1.2(2+1)(2+2) 

I zx" 


1.2.3...0 (2 +1) (z +2)...(z+ 7)" 


1 
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d'où l'on tire aisément 


(z) — ọ (z+ AE Rte) 


ou, en multipliant par —— TE, 7 
zę (z) T zp(z2+2) 
et) a ERTA T). 


Si l’on pose alors 


__æp(z+1) 
(2) HIER 


on pourra écrire l'équation précédente comme il suit : 


= =s h(s), 


ou bien 
T 
3+ÿ{(2+i) 


(z) = 


En changeant z en z+1, 2+2,..., on a 


: x 
EEEE E 
Ņ(z +2) i 


BEET ET 


z 
Tire +0 
23 
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AE k 1 MERTE 
Or si lon fait z = z5? On a, en vertu de l'équation (2), 


T URNE TA r : 

h HEEN 123457 SH. A (on +1) 
AUS Je 
das T TETA 1.2.3.4.8.6 EEEE 


Cette équation peut encore s'écrire (p. 319) 


(4) TAE 


eY + em 


En second lieu, la fonction 4 (z) peut se mettre sous la 
forme 


x 1 a? 
1+ — + — - 
æ 1 2+H1 1.2 (2+1)(2+2)+... 
Y(z) = — 2 mt | 
Z Iz 1 T 
1+- -e nm 
IZ 1.2 2(2+1) 


et si l’on fait augmenter à indéfiniment, 4 (z+ i) tend 
. P 1 z 
évidemment vers zéro, en sorte que pour z = z Péqua- 


tion (3) pate 56 


= ie bici E 
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` v’ 
Changeons x en 7? nous kurons 


e= oT z 
(5) EE EEP Le ; 
: 1+ — 
m 
PEER 


e 2x1 2 $ 
3° 5° nn finissent par 


devenir moindres que 1. Si donc nous supposons x en- 


Quel que soit æ, les fractions 


tier, nous voyons que ——— est une quantité incom- 


Her 


LA eT* 


mensurable en vertu du théorème précédent; donc e* est 
aussi incommensurable. Ainsi : 


Tutorème I. — Les puissances entières du nombre e 
sont incommensurables. 


Dans la formule (5) changeons x en x ÿ—1, nous 
aurons 


en px TV—1: 
PT NAPET IE 1° 
fian aiiai 
FRE 


c'est-à-dire (p. 326), en vertu des relations connues, 


es ee an a 


— — sin, — = COST, 
2y—ı 3 


tang zt = 


25: 
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ou bien, en changeant x en E 
q 


tang ee. 


On voit donc que si un arc 2 est commensurable, sa 


A z P° P pP? 
tangente ne l'est pas, car les fractions =, 2, 2... 
3q 5q 71 


finissent par devenir moindres que l'unité; il en résulte 
T . . TEN 
que le nombre + est incommensurable, car sil était 


4 


commensurable, sa tangente, qui est 1, serait incommen- 
surable. On en conclut le théorème suivant : 


Tutorème I. — La circonférence d'un cercle est 
incommensurable avec son rayon. 


VIII. — ÅPPLICATION DE LA THÉORIE DES FRACTIONS 
CONTINUES À LA RÉSOLUTION EN NOMBRES ENTIERS DES 
ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES DU PREMIER DEGRÉ. 


Considérons l'équation 
az + by =c, 
dans laquelle nous supposerons a, b, c entiers; rédui- 


a ° . ` . 
sons z en fraction continue, et, à cet effet, soit a, le plus 


: a 
grand entier contenu dans "à Posons 


Zi 


2 
b 
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1 


on déduit de là 
nf b 
w= 17 7 À 
On peut poser 


I 
z = b + —; 
Z 


et ainsi de suite; on a alors 


a 1 
z~ ’+ 


b 


T 

+ nn 
ob+. — , 

“RS 

bn 

Cette fraction est forcément limitée, sans quoi (p. 350) 
le second membre ne saurait représenter un nombre 
commensurable. 


. a" -x + . a" 
Soit F l’avant-dernière réduite, T 

Ra our deux réduites consécutives quelconques la 
P P q q 
relation 


la dernière, on a 


d b — bada =E 


de là on peut conclure que les réduites sont des fractions 

irréductibles. En effet, si a’ et b' avaient un facteur 

commun, il devrait diviser + 1, ce qui est absurde; ceci 
N MENY. 3 

posé, zy est égal à T Supposons que a et b soient pre- 

miers entre eux, on aura alors a” = a, b" = b et 


ab' — bu =+ 1; 
d’où l’on tire 
a(b'c)+b(—a'ce)=ÆEc. 
On satisfera donc à l'équation proposée en prenant 


smere- Fe 


http://rcin.org.pl 


358 TRAITÉ D ALGEBRE. 


Connaissant une solution, on connait facilement toutes 
les autres. En effet, soit (xo, yo) une solution, on aura 


axı + bys = c; 
on déduira de cette équation et de la proposée 
a(z — x) + b (y — y.) = 0, 


et cette équation peut remplacer la proposée; on en déduit 


Or a et b étant premiers entre eux, pour que y soit une 
To —: 
b 
entier, et l’on a alors, pour satisfaire à la question, les 
systèmes de valeurs suivantes : 


r 3 
soit un 


solution entière, il faut et il suffit que 


jr=rntb, EE e A e= 3h. 
| > à = F4, J =]: F 2a, | p — 04; PRET 


Nous avons supposé a et b premiers entre eux; s'ils ne 
l'étaient pas et si du reste æ, b, e n’avaient plus de divi- 
seur commun, il est facile de voir que l'équation 


az + by =c 


n'aurait pas de solutions entières, sans quoi le plus grand 
commun diviseur de a et b diviserait le premier membre 
de l'équation sans diviser le second. 

Si a, b, c avaient un facteur commun, il feudrait le 
supprimer, après quoi on rentrerait daus le cas que nous 
venons de traiter, 
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EXERCICES. 
Ý. Ona: 
1 
Ft: 
1 
ra D aa E E A 


+3 ni FR. 
á 


2. Démontrer que 7° est un nombre incommensurable. 


s s+ 


3. Trouver la valeur de la fraction 


£ 


Fe 
+ 


+ LE AR 
+ T 
J +. 


4. Développer le nombre ~ en fraction continue, de telle sorte 
que les numérateurs soient l'unité (du moins, trouver les premiers 
termes de la fraction continue); former les réduites successives. 


5. Étant donnée l'équation 
EN, 


dans laquelle a et N sont deux entiers, on propose de développer x 
en fraction continue dont les numérateurs soient l'unité et dont les 
dénominateurs soient entiers (trouver seulement les premiers termes): 


former les réduites. 


6. Démontrer les formules 


A 1 1 1 2 
T SINT = COS— x COS — LCOS zT... COS — ... 
2 Á 3 2 


—— = (1+) (1 r) (H at). (1 +2"). 
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CHAPITRE VI. 
THÉORIE DES FONCTIONS ENTIÈRES. 


L — RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES. 


Taéonëme Í. — Lorsqu'un polynôme entier F (x) 
s’annule pour x = a, il est divisible par x — a. 


Tuéonime I. — Lorsqu'un polynôme entier F (x) 
s'annule pour x=a, x=b,..., x=l, ü peut se 
mettre sous la forme 


F(r)—o(æ)(z—a)(æ—b)...(x— l), 
ọ (x) désignant un autre polynôme entier. 


Tnéonëme II. — Un polynôme entier F (x) ne peut 
s'annuler pour plus de valeurs de sa variable qu'il n'y 
a d'unités dans son degré. 


Taéonime IV. — Deux polynômes entiers F (x) et 
f(x), dont les degrés sont au plus égaux à m, ne peu- 
vent étre égaux pour plus de m valeurs de x sans étre 
identiques, c’est-à-dire sans avoir leurs coefficients égaux 
chacun à chacun. 


Taéonime V. — Deux polynômes F(x, y; z:...). 
f(x, Y, 2,...) du degré m au plus par rapport à x, du 
degré n au plus par rapport à y, etc., ne sauraient étre 
égaux pour plus de m systèmes de valeurs de leurs va- 
riables sans étre identiques, c'est-à-dire sans avoir leurs 
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coefficients égaux deux à deux, si l’on a 
m-a an 


La démonstration de ces théorèmes a déjà été donnée 
dans la première Partie de cet ouvrage, en supposant les 
fonctions et les variables réelles ; mais il est facile de voir 
que cette hypothèse n'empêche pas la généralité des 
résultats. 


II. — Des FONCTIONS DÉRIVÉES. 
Prosrème. — Étant donné un polynôme entier 
(a1) F(z)=a+az+ar +...+az", 


on demande d'effectuer le développement de F (x+ h) 


suivant les puissances de la quantité arbitraire h. 


La solution de ce problème sera pour nous d'une ex- 
trème importance, comme nous le verrons dans la suite. 
En changeant dans la formule (1) x en x + h, on a 


F(r+h)=a.+ a, (£ + h) + ax +4) +...+ ae + h)" 


Pour effectuer le développement de F (x + A), il suffi 
évidemment d'appliquer la formule du binôme à chacune 
des quantités (x + h), (x+h}*,..., (x+ h)" qui 
entrent dans l'équation précédente et d'effectuer la ré- 
duction des termes semblables. En procédant ainsi, on 
voit que le coefficient de A’ dans le résultat se compo- 
sefa de la somme algébrique des coefficients de h’ dans 
(x h)’, (x+h), (x+h),...,(x+ h)”, respective- 
ment multipliés par a,, 41, 4:,..., a,. Sa valeur sera donc 


e U E T 


+n(n—1)... (n — i+ ija]. 
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En désignant par F® (x) le polynôme entre crochets, on 
a donc 


A mr =F(2)+ ÉF (x t- Fiz) 


4 
hi 
iii ER) ii) n 
s Her :F (x)+...+ arh". 
F’ (x) est ce que l’on appelle la dérivée de F (x); sa va- 
leur s'obtient en faisant i —1 dans la formule (2), et l'on a 


F'(x)=a + 24ax + 3ax°+...+na,x""; 


sa valeur se déduit, comme on voit, de F (x) en multi- 
pliant chaque terme par l’exposant de x dans ce terme 
et en diminuant cet exposant d'une unité. En faisant 
ba; on à 


F'(r)=2a+3.2ar+...+n(n—i)a.x?. 


F” (x) se déduit de F’ (x) comme F' (x) se déduisait de 
F (x), en sorte que F” (x) est la dérivée de F' (x) ou 
encore la dérivée seconde de F (x); F!'(x) est la déri- 
vée de F” (x) ou la dérivée troisième de F (x), etc. On 
voit que la z + 1°" dérivée de F (x) est nulle. 

Remarque. — Le développement de F(x- h) or- 
donné suivant les puissances de % ne peut être effectué 
que d'une seule manière, en vertu du théorème IV, 
p- 360; on peut donc définir la dérivée d'un polynôme 
comme il suit : 

La dérivée d’un polynôme F (x) est le coefficient de % 
dans le développement de F (.r -+ %4) ordonné suivant les 
puissances entières et positives de }. 


Taéonkme I. — La dérivée d’une fonction entière 
Fix) est la limite vers laquelle tend le rapport de lac- 
croissement F (x + h) —F (x) que prend cette fonc- 
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tion, pour un accroissement h de sa variable, à l'ac- 
croissement de cette variable lorsque ce dernier tend 
Vers zéro. 


En effet, en vertu de la formule (3), on a 
F(z+h)="F(r)+ AF' (a) + EF (2)... 


on en déduit 


F(r+h)—F(r) NERO 


Si l’on fait tendre h vers zéro, les termes qui con- 
tiennent en facteur dans le second membre s’éva- 
nouissent et l’on a 


s F(z hl)— F(z) 
h 


(4) li (2); 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

Cororrame. — Nous avions déjà démontré la conti- 
nuité de la fonction x”, celle de la fonction entière s’en 
déduit immédiatement ; toutefois la formule (4) conduit 
simplement au mème résultat. En effet, si à l’accroisse- 
ment infiniment petit À de la variable x ne correspondait 
pas un accroissement infiniment petit F(x+h)—F(x) 

F(z + h)— F(z 


. \ ; 
de la fonction, le rapport Der ce n'aurait pas 
a 


de limite. 

Taéorème II. — Lorsque la dérivée d'un polynôme 
F (x) est positive, le polynôme croit en méme temps 
que x; lorsque cette dérivée est négative, le polynôme 
décroit quand on fait croitre x. 

En effet, puisque l’on a 


F(z +h) — F(z) 
h 


lim 


= F(z) pour 4—0o, 
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on peut écrire 


F (z + h) — F (x) 


Ta =F (z)+ s, 


e désignant une quantité qui tend vers zéro avec h et 
dont l'expression est du reste donnée par la formule (3); 
on en conclut 


F(x h) —F (x)= h[F (x) +e]. 


Si donc F' (x) est positif, on voit que l’on pourra tou- 
jours prendre e assez petit pour que F’(x) donne son 
signe au second membre de l'équation précédente, pourvu 
que h soit positif, et alors F (x + h) —F (x) sera de 
même signe que F’ (x) pour les petites valeurs de h, ce 
qui revient à dire que F (x) croit avec x si F’ (x) est 
positif, et décroît dans le cas contraire. 

Nous terminerons ces considérations en montrant 

comment on peut, dans certains cas, simplifier la re- 

cherche de la ou d'un polynôme. Soient F, (x), 
F, (x), F;(x),..., F;(x) des polynômes entiers ; propo- 
sons-nous de ie la dérivée de leur Eh 

Désignons le produit en question par f(x), sa dérivée 
est le coefficient de 2 dans f(x + 4); or, on a 


flah) =F (£ h). F(x + h)... Fi(£ h), 


c’est-à-dire, en désignant par F', (x), F, (x),... les déri- 


vées de F, (x), F,(x),..., 
fix h) = [E (x) +A4F,(x)+...J[E(z)+4F,(z)+..]e. 


Or, il est aisé de voir que le coefficient de A, dans le 
second membre de cette équation, est égal à 


F,(z)F:(x)...F;(z) +F,(zx) F(z)F;(a). - Fix) +. 


Ainsi, on peut énoncer le théorème suivant : 
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Tméorème II. — La dérivée d'un produit de plu- 

sieurs polynômes est égale à la somme des résultats ob- 

tenus en multipliant la dérivée de chacun d'eux par le 
produit des autres. 


Conozzaire I. — On en déduit facilement la formule 
suivante : 


Aa) (2) F', (x) E (2) 
(5) SF (x) = F(z) | F\(x) HEC TN 


qui nous sera fort utile dans la suite. 
Conozzarme II. — Si l’on suppose 


Filas Ra = hs), 
on trouve, pour la dérivée de [F(x) }', 


iF(æ)[F(æ)}—. 


II. — Tuéonime DE D 'ÅLEMBERT. 


Toute équation de la forme 


F(z)=0o 


dans laquelle F(z) représente un polynôme entier à 
coefficients réels ou imaginaires de la forme a + 6 V =1, 
admet nécessairement une racine de la méme forme. 

Ce théorème est souvent attribué à Cauchy. Voici 
comment Gauss s'exprime à ce sujet dans un Mémoire 
publié en 1799 (*) : 

« Prima theorematis demonstratio illustri geometræ 
d'Alembert debetur (Recherches sur le calcul intégral, 
Histoire de l’Académie de Berlin, année 1746, p. 182 


(*) Cauchy, né vers 1789, n'avait donc guère plus de dix ans. 
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etsuiv.). Eadem exstat in Bougainville (Traité de Calcul 
intégral ; Paris, 1754, p. 47 etsuiv.). » 

Gauss, dans le Mémoire en question, discute successi- 
vement plusieurs démonstrations données par d’Alem- 
bert, Euler, Foncenex et Lagrange; enfin il propose la 
sienne, qui, extrêmement remarquable en elle-même, 
prête cependant à des objections sérieuses sur la conti- 
nuité des fonctions. 

La démonstration que l'on va lire est au fond celle que 
Cauchy a donnée à l’aide de considérations géométriques 
et infinitésimales dans le tome IV (p. 169) des Nouveaux 
Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique. 

Soit £ la valeur de z pour laquelle F (z) a le plus petit 
module; nous allons montrer que ce module minimum 
est zéro. À cet effet, supposons-le différent de zéro : soit À 
une quantité quelconque, on aura 
mel 
(1) hizi 


à à St Ce 


Í F(E+ 4) = F(t) + 


i désignant l’ordre de la première dérivée de F (z) qui 
ne s’annule pas pour z = £. Nous ferons observer que 
toutes ces dérivées ne sauraient être nulles à la fois, sans 
quoi l’on aurait, quel que soit 4, 
F(¢ +h) =F (¢), 
et F (z) serait constant. Posons 
F(t + 4) =M (cosa + V= sin Q), 
F(&) = p (cos w + ÿ—1 sin o), 


Fig) 
RSS NT 4 
h = r (eos 0 + ÿ—1 sin 0). 


= pa (cos os + ÿ—1 sin o ', 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE VI. 365 
La formule (1) se réduira aux deux suivantes (p. 261): 
M cos Q = pcos o + r'p;cos(w; + i0) 
+ ri+' pip COS (oip ii 9) Paske 
(a) M sin Q — p sin o + r'p; sin (o; + i0) 
+ rt pipa Sin (oiga PSV KIE AF 
Or, dans la première de ces deux équations, les termes du 
second membre, à partir de r‘+' p,,, cos (Ce -= i+ 10), 
ont une somme moindre que 
r+ P(r r...) 
P désignant la plus grande des quantités pi41, Pis... 
c'est-à-dire en supposant r< 1 moindre que 
ritip 


ir 


on peut donc écrire la première équation (2) ainsi qu’il 
suit ; 


(3) McosQ — p coso + r picos (w; + i0) + ritte, 


e désignant une quantité inférieure à » c’est-à-dire 


qui rete inférieure à une quantité déterminée quaud r 
dimime depuis une limite 7, < 1 jusqu’à zéro. En dési- 
gnant par 7% une quantité définie comme £, on arrive de 
même à la formule 


(4) MsinQ = psino + r'p; sin (o; + i0) + ritn. 

Cea posé, choisissons 8 de telle sorte, que l'on ait : 
sh (o; + i0) = — sino, cos (o; + i9) = — cos w; 
ajoutons les équations (3) et (4) ; après avoir multiplié la 

seconte par Ÿ—1, il vient 
M{osQ + ÿ—1sina) 
=(p — ri pi)(coso + V—1 sino) + rit (s + nr). 
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En observant alors que le module d’une somme est 
moindre que la somme des modules de ses parties, cette 
formule donne, en prenant r assez petit pour que 7“ p; sait 
moindre que p, 

M< p ripi t rit Ve + ne. 
Or, £ et n restant inférieurs à une quantité déterminée 


quand r tend vers zéro, il en sera de même de Ve+ rt, 
et par suite on pourra toujours prendre 


rit Ve + » < ripi. 
et, par conséquent, 
M <p; 
donc, quelle que soit la valeur du module p de F (¢), on 


pourra toujours trouver une valeur F (¢ + 4) ayant un 
module moindre ; donc il y a absurdité à supposer le mini- 
mum du module p de F (2) différent de zéro; donc enfin 
F (z) passe au moins une fois par zéro pour une valeur 
réelle ou imaginaire de sa variable. C. Q. F. D. 


: Cororrame I. — Tout polynôme F (z) du degré n 
peut se mettre sous la forme 


F(z) = F(z — a) (z — «)... (Z — a), 
F, désignant une constante. 
En effet, si nous posons 
F (z) = 0, 


l'équation ainsi obtenue a une racine. Soit æ, cette ra- 
cine, F (z) s’annulant pour z —4, est divisible par 
z — a, ; on peut donc poser 


(1) F (z) =F, (2) (z — «), 


F, (z) désignant un polynôme du degré n — 1. Mais on 
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trouvera de la mème façon 


(2) F, (2) = F, (z) (z — a), 


(n) Fai (2) = Fn (2 — «), 


F, désignant une constante, F,_, un polynôme du pre- 
mier degré, F,_, un polynôme du second degré, etc. En 
multipliant les équations (1), (2),..., (#7) membre à 
membre, on a 
F (z) = F, (£ — a) (£ — a)... (2 — a). 
ĉa 0D, 
ConozLaire IE. — Si donc on pose 
Pa) =; 
l'équation ainsi obtenue peut se mettre sous la forme 


(2 — ai) (£ — ur... (x — xn) = 0, 


à laquelle on peut satisfaire en posant x = #,, 835... Zn} 
donc toute équation du degré n a en général n racines. 
Il pourrait se faire que quelques-uns des facteurs z —*;, 
3 — 4:,... fussent égaux, et alors l'équation 


F (z)=0 


n'aurait pas z racines; mais alors on considère comme 
racines doubles, triples, etc., celles qui correspondent 
aux facteurs binômes qui entrent deux, trois, etc., fois 
dans F (2). A l’aide de cette convention, on peut énoncer 
ce théorème général : 

Toute équation du degré n a n racines. 


Cororrare II. — Supposons le polynôme F(z) à 
coefficients réels; si l'équation F(z) =o admet pour 
racine p +Y /— 1, elle admettra un nombre égal de 


fois pour racine u — » y— ı. 


L e 24 
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En effet, décomposons F (z) en facteurs linéaires, 
nous aurons 


F (2) = Fn (2 — a) (z — 0%)... (2 — on). 


Ce polynôme ayant ses coefficients réels ne doit pas 
changer quand on change V— 1 en — V— 1, z restant 
réel; en désignant alors par æ‘, #,,... ce que deviennent 
dis G+,-.. par ce changement, on a 


(z — œ)(2— 0)... (2—e)—=(z2—2,)...(3— a). 


Or nons avons vu (p. 360) que lorsque deux polynômes 
étaient égaux pour un nombre de valeurs supérieur à 
leur degré, ils étaient identiques; comme de plus un 
polynôme de degré n ne peut s’annuler pour plus de z 
valeurs de sa variable, il en résulte que les quantités «;, 
dus, An CL O'y Ahy An SOnt égales deux à deux; donc 
Lu + y W— 1 sera aussi souvent racine que p — y ÿ— 1. 
C. Q.F. D. 


Cororrarre IV.— Un polynôme réel est décompo- 
sable en un produit de facteurs réels du premier et du 
second degré. 


En effet, considérons toujours Ja formule 
F(z) =F, (z — &) (z — a)... (2 — æ). 


Si l’on considère deux facteurs binômes correspondants 
à deux racines conjuguées u + » V— 1, p — y V— 1, leur 
produit 


»V—1) (z— p+ V1) =? — ou +u+ y 


se réduit à un trinôme réel du second degré. Or les ra- 
cines imaginaires étant conjuguées deux à deux, il en 
résulte que F (z) se réduit, comme nous l'avions annoncé, 


(2—# 
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à un produit de facteurs réels du premier et du second 
degré. 

Ce corollaire est le théorème que Gauss substitue au 
théorème de d'Alembert, tel que nous l'avons énoncé, 
dans son Mémoire publié en 1799; la démonstration de 
Gauss est très-curieuse, car il ne se sert pas des quan- 
tités imaginaires. 


IV. — RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES 
D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE. 


Taéonème I. — Si l’on désigne par a, £,7y,..., à lès 
racines de l équation 
(1) f(x) =a, + arz Hartt.. s+ apa T a" —o, 
on aura les relations 


i ani =— Ÿa=—(a+p+...+2), 


an= Y ap =at ay +.. t hH., 


| æ = + af. EME 


En effet, le premier membre de l'équation (1) peut se 
mettre sous la forme * 


(2— a) (z — B) (2—7). (æ— 3). 


Or, nous avons appris (p. 185) à former ce produit. Le 
coefficient de x” est 1, celui de x”~ s'obtient en prenant 
le second terme dans chacun des facteurs binômes et en 
ajoutant les résultats; celui de x"-* s'obtient en multi- 
pliant entre eux les seconds termes de deux fäcteurs pris 


24. 
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de toutes les manières possibles, etc., ce qui fournit les 
relations (2). 


Remarque. — Puisque le théorème précédent fournit 
m relations entre les racines, il semble que l’on pourrait 
profiter de ces relations pour résoudre l'équation (1); 
effectivement, ces relations peuvent être utiles dans cer- 
tains cas, mais on peut montrer qu’en cherchant à élimi- 
ner B, y,..., À, l'équation en æ que lon obtient ainsi 
ne diffère pas de (1). En effet, si l'on multiplie par "-* 
la première des équations (2), par &"-? la seconde, et 
ainsi de suite; si l’on ajoute les résultats, on trouve, 
réductions faites, 


Ann ON HE Anna +, HG —= — 02, 


équation identique avec (1). On aurait pu écrire cette 
formule à priori, en observant que le résultat obtenu en 
éliminant n — 1 quelconques des n racines devait être 
toujours le mème à cause de la symétrie des formules (2); | 
le résultat de l'élimination devait donc admettre pour 
racines æ, ĝ,..., À, c'est-à-dire être identique avec l’équa- 
tion (1). 

On appelle fonction symétrique de plusieurs quantités 
une expression qui ne change pas de valeur quand on 
échange entre elles deux de ces quantités; ainsi, abc est 
une fonction symétrique de a, b, c, et, en vertu du théo- 
rème précédent, les coefficients d’une équation sont des 
fonctions symétriques des racines. Nous allons apprendre 
à calculer les fonctions symétriques rationnelles des 
racines d’une équation. 


Taéonème I, — Les sommes des puissances sem- 
blables des racines d'une équation algébrique s’expri- 
ment rationnellement en fonction des coefficients. 


Conservons les mêmes notations que plus haut, et 
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“=s 


en désignant par f’ (æ) la dérivée de f (x), et en obser- 
vant que 

f(z) =(xz— a«a) (z — ßB)...(z—?), 
on a, en vertu du théorème (p. 365), 


PO ACER ++ =D D 


f(x) xz—a æx—$ x — T— a 


posons de plus 


d’où l’on déduit, en désignant par i un exposant entier et 
positif, 


af (z) re ait A 
fiz) qe rx 


effectuons la division dans le second membre, et arrêtons- 
nous dès que nous trouverons un reste de degré inférieur 
au diviseur, nous aurons 


z+ f'(x) 
0) 
chassons le dénominateur f(x), le second membre ne 
contiendra plus de dénominateurs, car f (x) est divisible 
par x —&,, x—a,,... et £+ f'(x) va pouvoir se mettre 

sous la forme 


giti 


= mr + s a + sai +t+a+Y 


T—a 


zH f'(x) = f(x) [mri + sat +... + si] + plr), 


Ÿ (x) désignant une quantité de degré inférieur à f(x). 
Ceci prouve que le polynôme écrit entre crochets est le 
quotient de la division de x‘+' f'(x) par f(x), et que 
Y (x) en est le reste (voir p. 55, première Partie). On 
voit donc que s, est le coefficient de x" dans le quotient 
de la division de x’ f'(x) par f (x), ou, ce qui revient 
au même, 
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| 1 ; Aa 
Sn est le coefficient de Re dans le quotient de la divi- 


sion de f'(x) par f(x), ordonné par rapport aux puis- 
sances négatives de x. 


On prouverait de la même manière que 


— s_n est le coefficient de x"— dans le quotient de la 
division de f'(x) par f(x), ordonné par rapport aux 
puissances croissantes de x. 


Taéonème III. — Toute fonction symétrique ration- 
nelle des racines d'une équation algébrique s'exprime 
rationnellement à l’aide des coefficients de cette 
équation. 


Il suffit évidemment d'établir ce théorème pour les 
fonctions symétriques entières; or, toute fonction entière 
de 4,, 4:,..., &m est une somme de termes de la forme 
Aafj...; si cette fonction est symétrique, elle sera la 
somme de termes de la forme 


. Dax... 


Si donc nous prouvons que cette expression s'exprime 
rationnellement en fonction des coefficients de l'équation, 
le théorème sera démontré. Or on a, pour iZ j, 


> a! BI = Si Sj — Sij 


et, dans lé cas où i = j, 


2 ~ at ff — si — fi. 


On aurait de même, en supposant iZ jZ k, 


DELLE si D ci pi — Pairt pi — ai pri, 


et ainsi de suite. Donc, ete. C0. "TND: 
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V. — Des DIVISEURS ALGÉBRIQUES. 


Si l’on désigne par F (x) un polynôme du degré m, 
nous avons vu que ce polynôme s’annule en général pour 
m valeurs réelles ou imaginaires de sa variable x, ou, 
pour parler plus exactement, nous avons vu que tout po- 
lynôme F (x) du degré m pouvait être mis sous la forme 
d’un produit de m facteurs linéaires multipliés par une 
quantité indépendante de x. Cette décomposition ne peut 
évidemment se faire que d’une seule manière; en effet, si 
l’on pouvait avoir à la fois 


F(x) =A (z—2)# (x=8$}..., 
F(z)=A'(x— a} (æ—p)". Ssk 


A et A' désignant des quantités indépendantes de x, on 
en conclurait 


A (xz — a)” (x — B E SA (z — x)" (z — By. 34 


Or, le premier membre s'annulant pour x =—,f,... et 
seulement pour ces valeurs de x, il doit en être de même 
du second, ce qui ne peut avoir lieu que si les quantités 
a, (5',... sont respectivement égales à g, 6....; en outre, 
je dis que = p’. En effet, si l'on supposait, par exemple, 
u> u', en divisant les deux membres de l'équation précé- 
dente par (x— a)”, le premier membre s’annulerait en- 
core pour x = g, tandis que le second serait essentielle- 
ment différent de zéro. On a donc u = p', y= %!,... 
et par suite À = A’; les facteurs linéaires d'un polynôme 
jouent donc le même rôle que les nombres premiers en 
arithmétique. 

On appelle plus grand commun diviseur entre deux 
polynômes P et Q le produit des facteurs linéaires com- 
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muns à ces deux polynômes multiplié ou non par un fac- 
teur constant. 


Pnopzime. — Trouver le plus grand commun divi- 
seur entre deux polynômes Ü et V. 


Pour résoudre ce problème, nous suivrons une marche 
analogue à celle que l’on suit en Arithmétique pour 
trouver le plus grand commun diviseur entre deux nom- 
bres; nous diviserons U par V en supposant le degré 
de U égal ou supérieur à celui de V. Si V divise U, il 
sera le plus grand commun diviseur cherché; sinon, en 
désignant par Q le quotient et par R le reste, nous aurons 


U—VQ+R. 


Or R, en vertu de cette formule, est identique à U— VQ; 
il doit donc forcément admettre les facteurs linéaires 
communs à U et V; donc le plus grand commun diviseur 
entre V et R contient les mêmes facteurs que celui qui 
existe entre U et V. De même, U admettant les facteurs 
linéaires communs à V et à R, le plus grand commun di- 
viseur de U et V contient les mêmes facteurs que celui 
de V et R; done enfin les deux plus grands communs 
diviseurs en question, se composant des mêmes facteurs 
linéaires, sont égaux, à un facteur constant près, c'est-à- 
dire sont les mêmes puisque nous faisons abstraction des 
facteurs constants. Mais R est de degré inférieur à V; 
donc la recherche du plus grand commun diviseur de V 
et R est plus simple que celle du plus grand commun 
diviseur de U et V. 

Divisons V par R; si la division se fait exactement, 
R sera le plus grand commun diviseur cherché; sinon, 
en appelant Q’ le quotient et R’ le reste, on aura 


V—RQ +R’. 
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Un raisonnement semblable à celui que nous venons de 
faire nous conduit à diviser R par R’; si la division se 
fait exactement, R’ sera le plus grand commun diviseur 
cherché; sinon on posera 


R -= R’ Q" J e 


et l’on divisera R’ par R”, et ainsi de suite jusqu’à ce que 
l'on tombe sur un reste divisant le précédent (et dans ce 
cas ce reste est le plus grand commun diviseur cherché), 
ou bien jusqu’à ce que l’on tombe sur un reste indépen- 
dant de x, et dans ce cas il n'existe pas de diviseur com- 
mun entre U et V. 


Remanque. — On n’altère évidemment pas les facteurs 
linéaires du reste d’une division algébrique en multi- 
pliant chaque dividende partiel par une quantité indé- 
pendante de la lettre ordonnatrice x; car cette multi- 
plication n'’introduit dans le reste que des facteurs 
indépendants de x. On pourra donc, pour éviter les dé- 
nominateurs, multiplier par des facteurs convenables les 
dividendes partiels que l’on rencontre dans la recherche 
des restes successifs dont le dernier doit être le plus 
grand commun diviseur. A la fin de ce paragraphe, nous 
trouverons quelques applications de la recherche du plus 
grand commun diviseur. 


Tuéonëme I. — Pour que le polynôme F (x) admette 
n fois le facteur x — z, il faut et il suffit que ce poly- 
nôme s'annule pour x = z, ainsi que ses n—1 pre- 
mières dérivées. 


En d’autres termes : 


Pour que l'équation F (x) =o admette m fois la 
racine a, il faut et il suffit que F (x) s’annule pour 
= z ainsi que ses n — 1 premières dérivées. 
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En effet, on a identiquement 


F(x)=F(a+z—a), 


et par suite, en posant dans la formule (3), p. 362, 
x= a, h= x — a, il vient 


Firs Ele tpt Eie ) +. 


dus 


ne 
1.2.3...7 — 


S F" (x) + Q, 

Q désignant un ensemble de termes qui contiennent tous 
le facteur (x— x)"; les termes qui précèdent Q étant 
de degré inférieur à (x — z)” représentent le reste de la 
division de F (x) par (x—2)", et pour que F (x) soit 
divisible par (x — z)”, il faut que ce reste soit nul quel 
que soit x, et par suite, quel que soit x — x; on devra 
donc avoir 


F(a)= 0, Mejo 1 Et(a)= 0; 5 Fe) = 0. 
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est 


bien ggn que F (x) sera divisible par (x — z)”. 
C. Q. F. D. 


Taéonëme Il. — Le plus grand commun diviseur 
entre F (x) et F' (x) se compose de tous les facteurs 
linéaires multiples de F (x) élevés chacun à une puis- 
sance égale à leur ordre de multiplicité diminué de 1. 


En effet, soit 
F(r)—A(z—a)"(z—6) ..., 
on aura (p. 365) 


F' (x)= Ap (z — a)" (x — p} + 
+Av(x— a)" (z — 8)" + 
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Les seuls facteurs linéaires communs entre F(x) et 
F' (x) sont x—a, x —f.,..., et x— x mentre que 
dm — 1 fois dans la dérivée, (x—ß), »— 1 fois, etc.; le 
plus grand commun diviseur entre F (x) et F’ (x) est donc 


(x — a)! (x — (3 mas er 


On verrait de même que le plus grand commun diviseur 
entre F (x) et F” (x) est 


(z —a)"™? (z — BP... 
et ainsi de suite. GC; QE; (D: 


APPLICATIONS. — 1° x"— 1 a pour dérivée mx"-!; si 
Pon divise x”-t— 1 par mx"-!, ou, pour éviter les déno- 
minateurs, si J’on divise mx"— m par mx", on trouve 
pour reste — m; x"— 1 n’a donc jamais de diviseur 
commun avec sa dérivée; donc x"— 1 =o n'a pas de 
racines égales. 

2° Cherchons le plus grand commun diviseur entre 

D + pr + qe +r=U 
et sa dérivée 
3x? + 2px +q =U; 


le reste de la division de U par U’ est 


(67 — 2) £ + 9r— pq, 3 


à un facteur constant près. En divisant U'=3x°+2px+q 
par ce reste, on trouve à un facteur constant près, pour 
nouveau reste, 


3(9r— pq) + 2p (64 — 2p°)(gr — pq) + q (69 —2p'}; 


en égalant ce reste à zéro, l'équation proposée acquiert 
deux racines égales. 

La méthode du plus grand commun diviseur est bien 
simple en théorie, mais d’une complication inouïe dès que 
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l’on entre dans le domaine des applications; on cache 
cette difficulté aux élèves en leur donnant des exemples 
choisis d’avance et pour lesquels les calculs se font avec 
facilité. Si le lecteur veut se convaincre du fait que j’a- 
vance, il n’a qu'à chercher les conditions pour qu'une 
équation du quatrième degré ; 


a -+ p + qr + re +s =0 


ait ses racines égales deux à deux. On doit exprimer que 
le plus grand commun diviseur est du second degré; les 
calculs sont fort longs, et l’on arrive aux conditions 
bien simples 


ps—r=0, (4q — PY = 4s, 
si faciles à obtenir en exprimant que le premier membre 


de l'équation est un carré parfait. 


VI. — TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. 


On appelle transformée d’une équation une seconde 
équation dont les racines soient des fonctions données des 
racines de la proposée. 


Prosrème I. — Soient æ, G,..., À les racines d’une 
équation F (x) =o; on propose de former une équa- 
tion admettant pour racines ọ (x), ọ (B),..., 9 (à), sans 
résoudre l'équation donnée. 


Voici une solution, et la seule qu’il soit utile de men- 
tionner. Posons 


(1) (x) =z; 


en résolvant cette équation, on en déduit 


(2) EAEAN 
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Si l’on forme alors l'équation 
(3) F{Y(x]=o, 


il est clair que cette dernière sera satisfaite quand on y 
remplacera x par ọ (2), o(£),..., o(À). En effet, des 
équations (1) et (2) on tire š 

; x= 4 (z) = 4[ẹ(x)], 


et par suite 


a= p[p(a)]}, B= Y[p (B) -- -5 


donc 
F(a)=F{y{e()]}=0, F(B)=F {le (B)]l=0,...; 


donc enfin l’équation (3) est bien la transformée de- 
mandée. 


PREMIÈRE APPLICATION. — Changer les signes des 
racines de l'équation F (x) = o. 
Ona 


(z) =— z, Ņ(z)=—z, F[ẹ (z) =F(— z). 
L'équation qui satisfait à la question est donc 
F(—zx)—0; 
elle porte le nom de transformée en — x. 


DEUXIÈME APPLICATION. — On verrait de même que 


(=. 


a pour racines les inverses des racines de l’équation 


, , I z . 
F(x)=0; c'est la transformée en z de cette équation. 


TROISIÈME APPLICATION, — Augmenter d’une quan- 
tité h toutes les racines de l'équation F (x) = o. 
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On a 
(t) =z+h, d(a)=xz—h; 


la transformée est ici 


F(x— h)=0, 
c'est-à-dire 


h Là h? " A 
F(x) — rh (Mie RE (#)—...=0, 
ou, ce qui revient au même, 
F(—4)+ TP (—4)+ F(—4) 0. 


Remanque. — En augmentant d’une quantité conve- 
nable les racines d’une équation, on obtient une équation 
transformée de même degré que la proposée. Supposons 
que l'équation proposée soit du degré n ; si l'on pose alors 


F'(— h) = 0; 


le terme en x‘ disparaîtra de l'équation transformée, et 
lon voit que pour faire disparaître ce terme il faudra 
résoudre l'équation précédente qui est de degré n — i. 
Les solutions feront alors connaitre les quantités dont il 
faut augmenter les racines de l'équation proposée pour 
faire disparaître le terme en x’ de la transformée. On voit 
que pour faire disparaître le terme indépendant de x il 
faudrait résoudre l'équation 


F(—4)—0, 


ce qui revient au fond à résoudre l’équation proposée, 
On concoit, en effet, que la transformée ayant alors une 
racine égale à zéro, il faille diminuer chaque racine de la 
proposée d’une quantité égale à l’une d’elles, ce qui sup- 
pose que l’on sache résoudre celle-ci. 

L'évanouissement du terme en x"-* dépend de la réso- 
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lution d’une équation du premier degré 


Fr (= h) = 0. 
Si l’on a 


F(x)= aaa" +as2+...+e, 
l'équation précédente pourra s’écrire 
— Na, h + an = 0; 


d’où l’on déduira 


et l'équation 


ne contiendra pas de terme en x"”!. 
Par exemple, l'équation générale du troisième degré 


axr + bz’ + cz + d =0 
pourra toujours se ramener à la forme 
æ+ pr +q =0. 
A cet effet, il suffira de remplacer x par x — S et de 


diviser le résultat par le coefficient de x° dans la trans- 
formée; l'équation du second degré 


+pr+qg—=0 
se ramènera à la forme š 


2 
P g aE o. 


4 


En remplaçant x par x — 2, les racines de la transformée 


2 
z=+\2 7: 


sont 
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celles de la proposée sont donc 
z=+ ea EE A 


Prosrème IL. — En sde toujours par d, f,..., 
0,..., À les racines de l'équation F(x)=0, on de- 
mande de former une équation dont les racines soient 
ọ (æ, B,...,6), et les résultats obtenus en permutant les 
lettres qui entrent dans cette expression avec toutes les 
racines de F (x) — o de toutes les manières possibles. 


Soient u, v, w,... les racines de la transformée; les 


quantités Yu, Xw, X ww, +... WWW... seront des 
fonctions symétriques des racines æ, ,...; ces fonctions 
pourront donc se calculer par les moyens indiqués p. 374. 
Or ces quantités sont au signe près les coefficients de la 
transformée que l’on cherche ; le problème est donc résolu 
au point de vue théorique. 


APPLICATION. — Former l'équation aux carrés des 
différences de l'équation 


(1) æ+ pr +g =0, 
c’est-à-dire former une équation dont les racines soient 
les carrés des différences de l'équation proposée. 

En désignant par æ, Ê, y les racines de l'équation (1), 
celles de l’équation transformée seront 

(a — B) (P=. (a— 7); 

cette équation sera donc du troisième degré. 

Si l’on observe alors que 
(2) a+B+y=o, af + ay + By =p, afy= — 9, 


on a 
a+ BH y + 208 + 2fy + 2œy —0, 
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et par suite 


(3) app = alag p + ay) = — 2p; 
on en conclut 
(4) æt pty eR agag p. 
Or des équations (2) on tire 

aB + BH ay afa +8 +y)afy = p, 
c'est-à-dire 
(5) apt BPH; 
la formule (4) devient alors 
(6) d+ BH Enp. 


Ceci posé, dans l'équation transformée que nous cher- 
chons le coefficient de x? est 


aa i e e 2 mem ES 
=— a (a B y) 2 (aB + py + ay), 
c’est-à-dire, en vertu de l'équation (3), 6p; le coeficient 
de x est 
(e —BF(B— 7) +... 

= (af + By — ay — PF +... 
=[B (a +y — B) — 07} +... 
= (2p + ay} +... 
= k (a+ B y) + hapy (a +B Hyt pR ap, 
c'est-à-dire, en vertu des formules (2), (5), (6), 9p°. 
Enfin le terme indépendant de x est (p. 113), 


kao e o 
a, B 7 
áa B, y 
I. 25 


fase ADO PR e 
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c'est-à-dire 


(7) re Siy hayi Sa |, 


Sas Sas Sa 


Sos S1, Se; Sa et s, désignant les sommes des puissances 0, 
1, 2, 3, 4 de a, Ê, y. Nous connaissons Sg, 51, S2, S4, reste 
à calculer s,. Or on a, en multipliant s, par Ss, 


d+Bp+p+as+fB'a+...—0; 
d'un autre côté, en multipliant af + py + 2y par 
æ+ Ê +7, on trouve 
aB + Ba +...+ 3afy = 0. 
De ces deux formules on déduit, en observant que 
— apy =q, 
= 39; 
l'expression (7) devient donc 


5, 0, — 2p 
-— 0, — 2P, 3q = 4 p°+ 28, 
—2ps 39; 2p° 


et l’on a finalement pour l'équation cherchée 
a + 6p + gpx + 4p° + 27? = 0. 


On voit donc que si 4p° + 27q° = 0, l'équation aux 
carrés des diflérences aura une racine nulle, et par suite 
l'équation proposée aura deux racines égales. 

On appelle équations réciproques les équations dans 
lesquelles les coefficients des termes également éloignés 
des extrèmes sont égaux. 


Tnéonème, — Une équation réciproque de degré pair 
peut se ramener à une équation de degré moitié moindre. 
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Considérons par exemple l'équation 
ZM Pan EH Que +... HSP+. se +Pr+I=0, 


elle peut s'écrire comme il suit, en divisant par 2”, 
(1) (æ+ à) +P (æ-+ 2) +...+S—=0o. 


En posant alors 


(2) r+ =s, 


on a, en élevant à la puissance ¿ les deux membres, 


! 1 
(= + Ż) + i (a+ 2) aea A 
Fe à AT 
Cette formule permet, en faisanti—1,2, 3,..., de cal- 


. ; 1 
culer successivement les valeurs de x°+- — pour toutes 
T 


les valeurs de ï; en portant ces valeurs dans l'équation (1), 
cette formule prend la forme 


Az +Bz-'+.,.,—=0o. 


Lorsque cette équation sera résolue, on en déduira la 
valeur de x par la formule (2). 


EXERCICES. 
4. Si x, 6, 7,...,) désignent les 1 racines de l'équation F (x) = o 
et a„ le coefficient de 2” dans F (x), on aura 
SR A OPEN Ed AU 
ENEI ND ACER: ours 
ni PERG Pi 
ITS PE RR 


25. 
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om dt m= 
PT) CRETE 
Us fr pu 
Pa + F0 trO 


(Caucuy.) 


2. Si dans un polynôme entier F (z) on pose z= x- yy — 1, et 
si on le met sous la forme ọ (x, y) +y— 1 Y(x, y), la dérivée de 
y(x, y) prise par rapport à y sera identique à la dérivée de + prise 
par rapport à +, et la dérivée de ọ prise par rapport à + sera égale 
et de signe contraire à la dérivée de + prise par rapport à y. 


3. Développer en série ordonnée par rapport aux puissances 
croissantes de x le logarithme d’un polynôme; trouver la loi des 
coefficients de cette série. 


4. Si U et V désignent des polynômes entiers en x, et s’il existe 
une quantité x indépendante de x telle, que l'équation 


U—aV=0o 
admette une racine double w, cette racine satisfera à l'équation 
VU'— UV'= 0, 
dans laquelle U’ et V'sont les dérivées de U et V. (Jacosr.) 


B. Une équation à coefficients commensurables qui admet une 
fois la racine a + ÿD, a et b désignant des nombres rationnels et vb 
un nombre irrationnel, admet aussi la racine « — yb. 
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CHAPITRE VIT. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


I. — MARCHE A SUIVRE DANS LA RÉSOLUTION D'UNE 
ÉQUATION DE DEGRÉ SUPÉRIEUR AU SECOND, 


Les efforts que les géomètres ont faits pour arriver à 
la résolution des équations de tous les degrés les ont con- 
duits à cette conclusion, qui est un des plus beaux titres 
de l'illustre Abel : Les équations du cinquième degré et 
en général des équations de degré supérieur au cin- 
quième ne sauraient être résolues à l'aide de fonctions 
algébriques de leurs coefficients. 

Il ne s’agit ici que d'équations générales, c’est-à-dire 
dans lesquelles on n'a donné aucune valeur particulière 
aux coeficients; ainsi nous verrons plus loin que l'équa- 
tion x*— 1 = 0 se résout algébriquement avec la plus 
grande facilité. 

La démonstration du théorème d’Abel touche à des 
considérations d’un ordre trop élevé pour trouver place 
dans un ouvrage tel que celui-ci. (Pour plus de détails, 
voir le tome IT de l’ Algèbre supérieure de M. Serret.) 

Lagrange, Laplace, Cauchy, Paoli ont fait connaître 
diverses formules qui permettent de développer en série 
les racines des équations. Dans ces derniers temps, 
M. Tetmayer s'est occupé d'un semblable mode de réso- 
lution des équations; moi-même j'ai fait connaître, il y a 
quelque temps, une formule du même genre. Malheu- 
reusement, les séries que l’on obtient ainsi ne sont pas 
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convergentes pour toutes les valeurs des coefficients de 
l'équation que l’on veut résoudre, et en général ces séries 
ne développent qu’une seule racine. 

Cauchy, en s'aidant du calcul des résidus dont il est le 
créateur, est arrivé à donner une expression, sous une 
forme transcendante, des racines d’une équation ; mais les 
fonctions transcendantes dont il fait usage sont disconti- 
nues, en sorte que si l'on fait varier les coeficients de 
l'équation, au bout d’un certain temps la fonction qui 
représentait une racine change brusquement et repré- 
sente alors la somme de deux ou d’un plus grand nombre 
de racines. Ces résultats sont extrèmement curieux, mais 
se prêtent dificilement au calcul numérique. 

L'usage des séries est sans contredit le procédé le plus 
rapide pour le calcul des racines d’une équation : nous 
n'avons pas à le faire connaitre ici; du reste, pour lap- 
pliquer avec succès, il faut commencer par faire subir à 
l'équation une suite de modifications que nous allons 
étudier. 

Lorsque l'on veut résoudre une équation, on commence 
par limiter les racines, c'est-à-dire par resserrer autant 
que possible l'espace dans lequel elles se trouvent renfer- 
mées; la recherche des racines imaginaires se ramenant 
à celle des racines réelles, nous nous occuperons d’abord 
de celles-ci. 

Lorsque l’on connaît une limite supérieure et une 
limite inférieure des racines réelles, on procède en gé- 
néral à la recherche des racines commensurables (cette 
recherche, comme nous le verrons, est assez simple) ; ces 
racines une fois calculées, on en débarrasse l'équation en 
divisant son premier membre par un facteur convenable. 

On remylace ensuite, s’il y a lieu, l'équation simplifiée 
par la suppression des racines commensurables par une 
ou par plusieurs autres qui n'admetient que des racines 
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simples appartenant à la proposée en qualité de racines 
simples ou multiples. 

On est ainsi ramené à la résolution d’une équation qui 
ne contient plus ni racines commensurables ni racines 
égales; on procède alors à la séparation des racines. C'est 
l'opération la plus délicate de toute cette théorie : elle a 
pour but de déterminer pour chaque racine deux nom- 
bres qui la comprennent à l'exclusion de toutes les autres. 

Dès qu'une racine est séparée, on peut lui appliquer, 
soit le développement en série, soit les méthodes d’ap- 
proximation dont nous parlerons plus loin. 


II. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES ÉQUATIONS. 


Nous allons avoir souvent besoin de former la valeur 
d'un polynôme donné pour une valeur donnée de sa va- 
riable ; voici le moyen le plus expéditif d'arriver au ré- 
sultat. 

Soient m la plus haute puissance de x, a; le coefficient 
de x', s la valeur numérique attribuée à x; après avoir 
formé le produit sa,,, on y ajoute ams et l’on multiplie 
le résultat par s. On ajoute am au produit et l’on mul- 
tiplie ce nouveau résultat par s, et ainsi de suite. Cette 
règle n’a pas besoin d’être démontrée. 


Tuéonëme. — Désignons par F (x) un polynôme 
entier en x à coefficients réels. 
1° Si F (a) et F (b) sont de signe contraire, l'équation 


(1) F(z)=0o 


admettra au moins une racine réelle comprise entre a 
et b, et en tout cas un nombre impair de racines com- 
prises entre ces limites. 

29 Si F (a) et F (b) sont de méme signe, l’équa- 
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tion (1) n'aura pas de racines comprises entre a et b, ou 
bien on en aura un nombre pair. 


En effet, la fonction F (x) étant continue entre les li- 
mites a et b, si F (a) et F (b) sont l’un positif, l’autre 
négatif, zéro sera une valeur intermédiaire par laquelle 
F (x) devra passer; en second lieu, je dis qu'entre a et b 
il existe forcément un nombre impair de racines. Pour 
le démontrer, désignons par g, 5, 7,..., À les racines 
comprises entre a et b; plusieurs d'entre elles pouvant 
être égales, on aura 


(2) F(x)=eg(x)(æ—a)(z —8)(x—7)...(&—2), 


ọ (x) désignant le produit des facteurs binômes de F (x) 
correspondant aux racines non comprises entre a et b. 
Q (a) et ọ (b) sont deux quantités de mème signe, sans 
quoi ọ (x) pourrait s’annuler entre les limites a et b, 
serait par conséquent divisible par un facteur tel que 
x — w et pourrait se mettre sous la forme 


ọ (2) = 4 (z) (z —0); 
par suite, on aurait 
F(x) = 4 (x)(x — o) (r — a)... (z — ìà), 


et F (x) s’annulerait pour x =w; a, Ê, y,» .-, À ne se- 
raient donc pas les seules racines comprises entre a et b. 
Ceci posé, si l’on fait successivement x = a, x = b 
dans l'équation (2), le premier membre prend des va- 
leurs de signe contraire; il doit donc en être de même du 
second. Or ọ (a) et ọ (b) sont de même signe; donc 


(3) (a — a) (a — p)... (e — à) 
et 
(4) (b— a) (b — B)... (b —ì) 
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sont de signe contraire, ce qui ne peut avoir lieu que si 
les facteurs (x — a), (x —(),..., (x—2À) sont en nombre 
impair, car a — & et b — «, a — B et b — P, .. . sont de 
signes contraires, el par suite le nombre des racines g, 
B,..., à est impair. Si au contraire F (a) et F (b) étaient 
de même signe, #, £,..., À devraient être en nombre pair 
ou nul. CR CR PUR 


Conozzaire I. — Toute équation F(z) =o de degré 
impair à coefficients réels admet au moins une racine 
réelle et toujours un nombre impair de racines réelles. 


Car le premier membre prend les valeurs + et 
— œ quand on y fait r= œ etr=Fo. 


Cororrame I. — Toute équation F (z) =o de degré 
pair à coefficients réels admet un nombre pair de racines 
réelles, ce nombre pouvant du reste se réduire à zéro. 


Car son premier membre a le mème signe pour 
x=+ o et r =— 0. 


Cororrame M. — Toute équation F (x) = 0 de degré 
pair, dans laquelle le premier terme et le dernier sont 
de signe contraire, a au moins deux racines réelles. 


En effet, F (0) et F (+æ) sont de signes contraires, 
F (o0) et F (— œ) aussi. 


III. — LIMITES DES RACINES, 


On appelle limite supérieure (ou limite inférieure) des 
racines d'une équation un nombre supérieur (ou infé- 
rieur) à la plus grande (ou à la plus petite) des racines 
de cette équation. 

Une limite supérieure des’ racines d'une équation 
F (x) —o est un nombre qui, substitué à la place de 
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l'inconnue x, fait acquérir au premier membre un signe 
qu'il ne perd plus pour des valeurs supérieures de x. 

Soit, en effet, À une limite supérieure des racines posi- 
tives de F(x) —o et supposons F (À) positif; si l’on 
avait, pour une valeur æ de x supérieure à À, F (2) < 0, 
il y aurait une racine de F (x) = o entre À et q, ce qui 
est impossible, puisque à est plus grand que la plus grande 
racine de F (x) = o. 

Une remarque analogue pourrait être faite sur la limite 
inférieure des racines positives et sur chacune des limites 
des racines négatives. 

Réciproquement, si pour x2, F (x) conserve tou- 
jours le même signe, À est une limite supérieure des 
racines; si, au contraire, pour x £À, F (x) conserve tou- 
jours le même signe, À est une limite inférieure des 
racines, 

C'est sur ce principe que nous allons nous appuyer 
dans la recherche des limites des racines; nous indique- 
rons seulement le moyen de trouver une limite supé- 
rieure des racines positives. En eflet, la limite inférieure 
des racines positives de F (x) = o est égale à la limite 


A3 A E 1 
supérieure des racines positives de F (5) = o que l’on 


peut ramener à la forme f (x) = o, f désignant un poly- 
nôme entier en x, en chassant les dénominateurs; de 
même, la limite supérieure des racines négatives de 
F (x)= o est égale à la limite supérieure des racines 
positives de F (— x) = o. Enfin la limite inférieure des 
racines négatives n’est autre chose que la limite supé- 


. . à I 
rieure des racines positives de F (- 5) = 0. 


Première mérHoDE. — Considérons l'équation 


F(z)=2+a sat +... Haa nn Aa. 
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En supposant x >o, en désignant par F la valeur du 
plus grand coefficient négatif et par a;x' le premier 
terme négatif, on a 


F(r)>e—N(z+at+...+i), 


ou bien 
ait 1 
T—1!1 


F(z)>z'—N 


kd 
c’est-à-dire 

s=) — Nat 

Fes ENS NENEN 


et à fortiori 


CS 


æ"(x — 1) — Nat 


F (z) > PTEE 
On rendra donc F (x) positif en prenant à la fois 
z>1, z'(x—1)—Nrt >o. 
La seconde formule peut s'écrire comme il suit : 
et (z—1) —N20, 


et elle sera satisfaite à fortiori si l'on prend 


ee 1J—N>0o, 
ou 


zDi+ "N; 


n-i WA, fn . 
1+ yN est donc une limite supérieure des racines 
positives, 


SECONDE MÉTHODE, DITE DE Newron. — Si À est une 
valeur de x qui rende positive le polynôme F(x) et 
toutes ses dérivées, À est une limite supérieure des racines 
positives de F (x) = o. 

En effet, on a, en désignant par À une quantité posi- 
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tive (p. 362), 
F(a +A) =F (1) + 470) + EE fo Pen 


h" 


i ROA 


(n) 2 
nF (À) +.. 


Si donc F (à), F’(),... sont positives ainsi que k, 
F (àù + h) le sera aussi quelle que soit la quantité posi- 
tive h; ce qui revient à dire que À est une limite supé- 
rieure des racines positives. 


TROISIEME MÉTHODE, DITE DU GROUPEMENT DES TERMES, 
— On trouve souvent une limite supéricure des racines 
en groupant les termes de l'équation de telle sorte que 
chaque groupe conserve toujours le même signe pour les 
valeurs de l’inconnue supérieures à une certaine quantité. 

Considérons par exemple léquation 


F (z) = 1 — 3x + 82 — 7x — 8 = 0. 
En disposant cette équation comme il suit : 
(2° — 3x1) + (8x? — 7r — 8) = 0, 


on voit que le premier groupe reste positif pour les va- 
leurs de x supérieures à y3. En effet, il peut s'écrire 


z [21 — (V3)*]. 


Quant au second groupe, on peut l'écrire 


8 ( “tjs, 


et lon voit que si l’on prend x — g> 1, c'est-à-dire 


Ti ĝ on rendra ce groupe positif; or, dans cette hypo- 
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thèse, le premier l’est déjà; donc 1 à est une limite supé- 


rieure des racines positives. 
La première méthode donne pour limite supérieure 


1 + ÿ8- 
La seconde méthode donne 
F (z) = z — 3zi + 8x — Jz —8, 
EF (2) = 6zi — 122 + 16x — 7, 
à P (2)= 152 — 18 +8, 


M y 


(x) = 202 — 127, 


1.2.3 
I 


1.2.3.4 Erie) = 192? — a 


F” et F“ sont positives toutes les fois que x l’est, F™ est 


positif pour x > Vi pour x = 1, F” est positif; donc 


il lest pour les valeurs plus grandes. En effet, F™ est 


positive pour x >> Vi et par suite pour x> 1; donc 
F” croît pour x> 1 (*), et comme F” est >o pour 
x = 1, ìl sera.à fortiori > o pour x `> 1; pour x =1, 
F” (x) est positif. En répétant le raisonnement qui vient 
d'être fait sur F” (x), on voit que F” (x) reste positif 
pour x>1ı1, F'(x) aussi. Or, pour x = V3, F (x) est 


(*) Pour bien comprendre ce mode de raisonnement qui est souvent 
usité, il faut se rappeler que F'* est la dérivée de F” et que toute fonc- 
tion dont la dérivée est positive croit tant que cette dérivée reste posi- 
tive; alors F*” (x) restant positive entre +1 et +, F” (x) ira en crois- 
sant dans cet intervalle. Si done F” (1) est positif, F”(1+...) le sera 
aussi à fortiori. 
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positif; donc il est positif pour x >> y3; donc y3 est une 
limite supérieure des racines de F (x) = o. 


IV. — RECHERCHE DES RACINES COMMENSURABLES. 


Nous avons dit qu'après avoir déterminé les limites 
des racines il fallait procéder à la recherche des racines 
commensurables; nous allons voir, en effet, que cette 
recherche est fort simple. 


Taéonëme I. — Une équation de la forme 
+ dan + + Az + 4 —= 0; 


dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance 
de x est l'unité et dans laquelle les autres coefficients 
sont entiers, ne saurait avoir de racines fractionnaires. 


En effet, si x = Z satisfaisait à cette équation, p et g 
désignant des entiers premiers entre eux, On aurait 


n js À 
E gh E a + a = 0, 
g q q 


ou bien, en multipliant par g"-", 


= + anı P ™' +... + a pq? + aq" = 0, 


n . 
et l’on déduirait de là pour l_ une valeur entière, ce qui 
q Eaa 


est absurde puisque p” et q sont premiers entre eux. (On 
sait, en effet, que si p et q sont premiers entre eux, p” 
et q le sont également.) 

Si l’on donne une équation à coeficients entiers de la 


forme 
dal Fari NH. + ar +=0, 
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? z Free 
et si l’on change x en zw’ cette équation prend la forme 


A + apa AT + Ana A Hama  r+a ar —0. 
Ses racines ont été multipliées par &,, mais, en vertu du 
théorème précédent, elle ne contient plus de racines 
fractionnaires; la recherche des racines commensurables 
se ramène donc en dernière analyse à la recherche des 
racines entières. 


Tuéornime IH. — Les racines entières de l'équation à 
coefficients entiers 


F(z)=z'+a xt +... +axz+a@—=0o 


ne peuvent se trouver que parmi les diviseurs de son 
dernier terme. 


Soit, en effet, w une racine entière de cette équation, 
F (x) devra être divisible par x— ù (p. 49); or, d’après 
la manière même dont se forment les différents termes 
du quotient (p. 57), on voit que ces termes auront des 
coefficients entiers. Or, de quelque manière que l’on 
opère la division, on doit toujours trouver pour quotient 
le même polynôme. Nous allons alors ordonner par rap- 
port aux puissances décroissantes de x et nous diviserons 
F(x) par © — x, ce qui ne fait que changer le signe du 
quotient; les coefficients devant être entiers, 45 :®, pre- 
mier terme du quotient, devra donc être un nombre en- 
tier, ce qui démontre notre théorème. 

En poursuivant le raisonnement précédent, il est facile 
de constater si le nombre w, diviseur de ag, est une racine 
de F (x) = o. Achevons la division : si dans le courant 
de l'opération nous rencontrons un coefficient fraction- 
naire, nous nous arrèterons, Car w ne sera pas racine. 
Cette méihode a l’avantage de fournir immédiatement 
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une équation débarrassée de la racine w, de degré infé- 
rieur à F (x), partant plus facile à résoudre et admettant 
du reste toutes les autres racines de F (x). 

Pour bien faire saisir l'esprit de la méthode précédente, 
nous l’appliquerons à l'équation 

z — 8xt + 77 + 4x — 1607 + 32 = 0; 

x* — 8x est positif pour x © 8, 74x’ — 160x est po- 
sitif pour x > 3; donc 8 est une limite supérieure des 
racines positives, et s’il en existe d’autres entières, elles 
doivent être comprises parmi les diviseurs de 32 infé- 
rieurs à 8; ces diviseurs sont +1, + 2 et + 4 : on re- 


connaît immédiatement que + 1 n'est pas racine. 
Si l'on essaye le diviseur 2 et si l'on divise 


32 — 1602 + 742 + a — 8x + at 


par 2 — x, on trouve pour quotient ` 
11 
16— 72s +2 — 30 ——2..., 
2 


on est conduit à un coefficient fractionnaire; donc 2 
n’est pas racine : c’est du reste ce qu'indique la suite de 
la division. Si l’on divise par 4 — x, on trouve au con- 
traire pour quotient exact 


8 — 38x + 92 + 4x — z. 


En divisant de nouveau par 4— x, on reconnait que 4 
est encore racine, et l’on trouve pour quotient 


2—92 4+ 7, 
On est ainsi ramené à chercher les racines de l'équation 
© —9z+2—=0, 


qui n'admet pas de racines entières. (La seule racine 
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admissible est — 2, qui ne satisfait évidemment pas à 
l'équation. 


V. — RecaencHE DES RACINES ÉGALES. 


La recherche des racines égales est une opération 
longue et pénible, et, avant de pouvoir leur appliquer les 
calculs d’approximation, il est indispensable de réduire à 
l'unité leur degré de multiplicité. 

Soit F (x) = o une équation algébrique : pour recon- 
naître si cette équation a des racines égales, il suffit de 
chercher le plus grand commun diviseur entre F (x) et 
sa dérivée F’ (x); si ce plus grand commun diviseur est 
une quantité indépendante de x, l'équation F (x) = o 
n’a pas de racines égales (p. 377). Si au contraire il 
existe entre F (x) et F' (x) un plus grand commun divi- 
seur, il est de la forme 


(ea) (2 — B= (ep), 


abstraction faite d’un facteur numérique qui est le coeffi- 
cient de la plus haute puissance de x dans F (x) (du 
reste, la recherche des racines entières a déjà obligé le 
calculateur de réduire ce coefficient à l'unité). Si donc 
on désigne d’une manière générale par V; le produit des 
facteurs binômes de F (x) correspondant aux racines dont 
l'ordre de multiplicité est z, et par D, le plus grand com- 
mun diviseur entre F (x) et F’ (x), on pourra écrire 


F(a) = Vi V2 V2... Vi... 


(1) a EA A E NT 
et par suite 
F(r 
{2) DIS, see 
I 26 
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On est ainsi ramené à une équation 


F(z) 
D, 


qui ne contient plus que des racines simples, à savoir les 
racines de F (x) = o dont le degré de multiplicité aurait 
été réduit à l’unité. Mais on peut calculer séparément 
Vi, V:,..., V;,... et abaisser considérablement le degré 
de l'équation à résoudre en procédant comme il suit. 

Soit D, le plus grand commun diviseur entre D, et sa 
dérivée, l'équation (1) donnera 


D,— V, V2... Vi”. 


et par suite 


(3) D = Ver Vers 
2 


les équations (2) et (3) donnent alors 


F(z), D: 


D, s SA 


On calculerait V}, V:,..., V; d'une manière analogue, 
ainsi, en appelant D, le plus grand commun diviseur 
entre D, et sa dérivée, on trouve 


VI. — SÉPARATION DES RACINES. SUBSTITUTIONS 
SUCCESSIVES. 


Toutes les formules d’approximation connues jusqu’ici 
exigent, pour être employées avec succès, que les racines 
soient déjà connues avec un certain degré d’exactitude, 
ou au moins soient séparées ; en d’autres termes, il faut 
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connaître deux limites comprenant la racine que l’on veut 
calculer et ne comprenant que celle-là. 

La première idée qui se présente est de substituer à la 
place de l’inconnue, dans le premier membre de l’équa- 
tion mise sous la forme F (x) = o, différents nombres; 
lorsque deux nombres suflisamment rapprochés donne- 
ront au premier membre des valeurs de signes contraires, 
ils comprendront au moins une racine (p. 391). En sub- 
stiluant des nombres intermédiaires, on pourra ainsi 
resserrer indéfiniment l'espace comprenant une racine; 
on pourra donc ainsi calculer les racines réelles avec une 
approximation qui ne peut être limitée que par la pa- 
tience du calculateur. 

Cependant, pour peu que l’on réfléchisse à cette ma- 
nière de procéder, dite méthode des substitutions succes- 
sives, on lui reconnaitra de graves inconvénients. 

Il peut se faire que deux racines soient peu différentes, 
et alors on sera exposé à faire un nombre très-considé- 
rable de substitutions avant de soupçonner l'existence 
d’une racine dans un intervalle déterminé. Lagrange, à 
la vérité, a proposé de former l’équation aux carrés des 
différences. Soit À une limite inférieure des racines posi- 
tives de cette équation; si, à partir de la limite infé- 
rieure À des racines de l’équation proposée, on substitue 
des nombres A, À +2, À + 22,..., jusqu'à ce que l’un 
d'eux, A + nÀ, devienne égal à la limite supérieure des 
racines de l'équation proposée, on est sûr que l’on aura 
ainsi séparé toutes les racines, et deux valeurs consécu- 
tives À +i) et À +(i+1) À, qui donneront des résul- 
tats de signes contraires, comprendront une racine de 
l'équation proposée et une seule. Si les valeurs À + i} 
et À + (i + 1) À donnaient des résultats de mème signe, 
ces quantités ne comprendraient pas de racine de l’équa- 


tion proposée; mais la méthode de Lagrange est encore 
26. 
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très-difficile à appliquer, car la formation de l'équation 
aux carrés des différences est une opération très-pénible : 
en outre, on peut encore être conduit à un nombre très- 
considérable de substitutions. 

Quoi qu’il en soit, la méthode des substitutions suc- 
cessives ne doit pas être complétement bannie et, dans 
un grand nombre de cas, elle sera encore bien plus avan- 
tageuse que les méthodes dont la perfection théorique ne 
laisse rien à désirer. Nous allons, dans les paragraphes 
suivants, faire connaitre divers théorèmes qui conduisent 
aux méthodes de séparation le plus fréquemment en 
usage. 


VII. — Premier vaéonëme, pu A Descartes. 


Deux termes consécutifs d’une équation forment une 
permanence lorsqu'ils sont de même signe et une varia- 
tion lorsqu'ils sont de signes contraires; ceci posé, voici 
en quoi consiste le théorème dé Descartes. 


Tnéonime I. — Si F (x)= o désigne une équation 
algébrique dans laquelle F (x) représente un polynôme 
ordonné par rapport aux puissances de x, le nombre 
des racines positives de F (x)= vo, ne pourra jamais 
surpasser le nombre des variations de la même équa- 
tion, et la différence entre ces deux nombres, si elle 
n'est pas nulle, est toujours paire. 


Pour démontrer cette proposition, considérons un po- 
lynôme ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de x 


(1) Az”... — Bz"—... + Cr’ +...ESz". 


Le signe de chaque terme ayant été mis en évidence, nous 
supposerons que de Ax” à — Ba” exclusivement il n'y 
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ait que des termes positifs, de — Bz” à'+ Cx” exclusi- 
vement il n’y ait que des termes négatifs, etc., le’ signe 
du dernier terme Sx“ pouvant être quelconque. 

Multiplions ce polynôme par x — a, a désignant une 
quantité positive; le résultat de cette multiplication 
pourra s'écrire comme il suit, en plaçant l’un au-dessous 
de l’autre les coefficients des mêmes puissances de x pro- 
venant des produits partiels du polynôme par x et par 
— 4: 


Az B| rta + C | cPriE ES | 24 


F Saz". 


Dans la première ligne, les coefficients des différents 
termes sont identiques aux coefficients de même rang dans 
le polynôme (1); dans la seconde ligne, les termes, à 
partir du premier jusqu’au terme en x”+ exclusivement, 
ont le signe — ; ces termes pourront se réduire avec cer- 
tains termes de la première ligne, mais, en tout cas, le 
terme Azx"+! de la première ligne ne se réduira avec 
aucun autre. Quant au terme en x"#!, il a encore le 
signe —, puisqu'il provient du produit par — a du terme 
en x"+! dans le polynômé (1), terme positif par hypo- 
thèse; en se réduisant avec le terme immédiatement su- 
périeur dans la première ligne, il fournira un terme 
négatif en x”+! au produit total. Le mème raisonnement 
prouve qu'au produit total le terme en x”+! a le signe +, 
et ainsi de suite, en sorte que les termes en z"+!, x", 
xP... du produit cherché ont les mêmes signes que 
les termes en x", x", x’,... du muhiplicande (1); 
donc, jusqu’au terme en x“+!, le produit présente au 
moins autant de variations que le multiplicande, J'ajoute 
que si ce nombre n’est pas le même.au multiplicande et 
au produit, la différence est nécessairement un nombre 
pair; en effet: 
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Si l’on considère deux termes présentant des signes 
contraires, pour passer de l’un à l'autre il a fallu changer 
de signe un nombre impair de fois; chaque changement 
de signe représentant une variation, ils comprennent un 
nombre impair de variations. Si l’on considère alors les 
termes en x"+! et en x"+! du produit, on voit qu'ils 
comprennent un nombre impair de variations; les termes 
en x" et en x" au multiplicande en comprenaient une, la 
différence est un nombre pair. Ce qui vient d'être dit de 
l'intervalle compris entre les termes en x" et x" pourrait 
se répéter pour les autres intervalles qui correspondent à 
une variation du multiplicande; en sorte que r désignant 
l’exposant du terme à partir duquel le multiplicande ne 
présente plus que des permanences, depuis le terme en 
æ"+1 jusqu'au terme en x+ inclusivement, le produit 
possède un nombre pair de variations de plus que le 
multiplicande. 

Mais le dernier terme + Sax” du produit est évidem- 
ment de signe contraire au terme en g+ : il y a donc là 
une variation qui n’a pas sa correspondante au multipli- 
cande; done le produit présente au moins une variation 
de plus que le multiplicande, et la différence devient 
alors impaire. 

En résumé, si l’on multiplie par x — a un polynôme 
à coefficients réels, le produit présente un nombre im- 
pair de variations de plus que le multiplicande. 

Ceci posé, considérons une équâtion algébrique à coef- 
ficients réels 


(2) F(z)—0. 
Appelons X le quotient de F (x) par le produit de ses 


facteurs linéaires correspondant aux racines positives de 
l'équation (2); si X n’est pas une quantité indépendante 
de x, ce sera un polynôme qui pour x = o et x = % 
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conservera le mème signe, et dont le premier et le dernier 
terme seront par conséquent de mêmes signes : il pré- 
sentera par conséquent un nombre pair de variations. Si 
nous multiplions alors X successivement par chacun des 
facteurs linéaires de F (x) correspondant à ses racines 
positives, on introduira à chaque opération un nombre 
impair de variations. Soit alors p le nombre des racines 
positives de F (x), le nombre de variations de F (x) 
sera un nombre pair augmenté de p nombres impairs, 


c'est-à-dire un nombre pair plus p. C. Q. F. D. 
ConozLamme l. — Considérons une équation à coeffi- 
cients réels F(x) =o et sa transformée en — x, 


F(—x)=—o, le nombre des racines négatives de 
F (x) = o ne pourra pas surpasser le nombre des varia- 
tions de la transformée en — x. 

Il résulte de là que si une équation algébrique est 
complète, c’est-à-dire si aucun des coefficients n’est égal 
à zéro, le nombre des racines négatives ne peut surpasser 
le nombre des permanences; en effet, le nombre des 
permanences est alors égal à celui des variations de la 
transformée en — x. 


Conoczaine I. — Si une équation algébrique a toutes 
ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal 
au nombre des variations, et le nombre des racines né- 
gatives est égal au nombre des variations de la trans- 
formée en — x. À 

En effet, soient m le degré de l'équation, vle nombre des 
variations, v’ le nombre des variations de la transfor- 
mée en — x, p le nombre des racines positives, z celui 
des racines négatives. Soient Gx“ et Hx” deux termes 
consécutifs quelconques de l’équation. Si y est égal à 
u +1, il est évident que si ces termes présentent une 
variation, les termes correspondants de la transformée 
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en — x n’en présenteront pas, et vice vers. Il résulte 
de là que, relativement aux deux termes Gx“, Ha’, la 
somme des variations de l'équation proposée et de sa 
transformée en — x est au plus égale à 1, si u — y est égal 
à 1, et au plus égal à 2 dans les autres cas. Donc cette 
somme est toujours égale ou inférieure à p — v. On a 
donc 


DER A RE 


c'est-à-dire 


(3) c+e£m. 
Mais on a 

(4) p£e, nv, 
ou 


pHni +v. 
Mais, puisque l'équation a toutes ses racines réelles, 
| pP + n= m; 
on a donc 
mv +v. 
En comparant cette formule avec (3), on en conclut 
m=v +", 
ou bien 
p+nr=v+r. 
Les formules (4) donnent alors 


PL- On=v. 
6.0: «ED: 


VII. — Seconn rućtorkme, pu À Bupan Er a Fourier. 


Lemme. — Si une fonction entière de x, F (x), san- 
nule pour x = }, si F" (x) désigne la première dérivée 
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de F (x), qui ne s'annule pas pour x = à, si enfin e dé- 
signe un nombre positif suffisamment petit, F (1 + €) 
sera de méme signe que (+ 1)" F” (à). 


En effe d'après la formule de Taylor, on a 


FOHe) = FO) SF () +... 
e” 
c'est-à-dire, en observant que 
ENIS RO SEN S 


F(1+:) Au, [ra 


OUVERT 


E 
LE ns 


Ft) Re, |; 


mais lorsque e est suffisamment petit, F” (à) est plus 
grand en valeur absolue que la somme des termes qui le 
suivent et qui contiennent tous € en facteur, en sorte que 
(Æ 1)" F" (à) va donner son signe au second membre de 
la formule précédente, et par suite à F (à + e). 


Tuéornème. — Soit F (x) =o une équation algébri- 
que, si l'on considère la suite 
(1) Feah Eteo Ta. Fra); 
formée de la fonction F (x) et de ses dérivées, et les 
deux suivantes : 
(2) F(a), F'(2), ACT RES F” (x), 
(3) F(B), F'(B) F’(8\,..., F"(B), 


dans lesquelles x représente un nombre inférieur à b; 
si, de plus, on désigne par y le nombre des variations 
de la suite (2) et parv’ le nombre des variations de la 
suite (3), 
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1° On aura toujours 


# 
vZ; 


2° Si lon désigne par N le nombre des wacines de 
F (x) = o comprises entre « et Ĝ, on aura 


N <o —v', 


3° Enfin, la différence (v — v') —N sera toujours un 
nombre pair. 

Pour démontrer ce théorème, observons d’abord que 
le nombre des variations de la suite (1) ne peut changer 
que si l'un des termes passe par zéro; le dernier terme 
étant indépendant de x, nous n’aurons que deux cas à 
examiner. 

1° Le premier terme de la suite (1) passe par zéro pour 
x= à; soit F” (x) la première dérivée de F (x) qui ne 
s'annule pas pour x = à; F (A+ e), F'(A+e),...,se- 
ront de même signe que F” (à); quant à F{(1—:), 
F'(2—:),..., ils seront alternativement de mème signe 
et de signe contraire à F” (å), en sorte que le pas- 
sage par À fera perdre à la suite (1) x variations. Or, 
nous ayons vu, p. 377, que si F” (x) était la première 
dérivée de F (x) qui ne s’annulait pas pour x = À, 
F (x) = o avait y racines égales à À; on peut donc dire 
que toutes les fois que x passe par une racine de F (x) = o, 
la suite (1) perd une variation, une racine multiple 
d'ordre u étant considérée comme jouant le même rôle 
que p racines simples. 

2° Si l’un des termes F'{x) de la suite (1) passe par 
zéro pour x =}, F (À) étant censé différent de zéro, 
nous supposerons Fi-* (À) différent de zéro. Soit alors 
Fi (x) la première dérivée de F‘(x) qui ne s’annule pas 
pour x = À; Fi (à+ £), F (A+ 6),... seront de mème 
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signe que Fi(2), et F'(à— e), F+ (à—e),... seront al- 
ternativement de même signe et de signe contraire à Fi (À). 
Le passage par À a donc fait perdre à la suite (1) un cer- 
tain nombre de variations, et comme F‘-‘ (x) et Fi (x) 
n'ont pas changé de signe, le nombre des variations com- 
prises entre ces termes n'a pas changé de parité. 

En résumé, x variant de æ à ĝ, la suite (1) a perdu un 
nombre pair de variations (ou zéro variations) par ses 
termes intermédiaires, et un nombre de variations égal à 
N par son premier terme; on a donc 


e — 6" — N + un nombre pair. 


ORNE A 


IX. — Troisième rnéonÈème, pu A Rorre. 


Taéorime. — Deux racines réelles consécutives de 
l'équation F (x) = o comprennent au moins une racine 
réelle de l'équation F'(x) =o, en sorte que les ra- 
cines de l’égwation F' (x) = o séparent les racines de 
IESE STY 

Pour démontrer ce théorème, désignons par « et ĝ 
deux racines consécutives de F (x) = o; si nous suppo- 
sons que nous fassions varier x entre æ et ĝ, F (x) con- 
servera constamment le même signe dans cet intervalle; 
supposons que ce soit le signe + pour des valeurs de x un 
peu plus grandes que g, F (x) ira alors en croissant, puis- 
qu’il passe de zéro au positif; pour des valeurs de x un 
peu plus petites que ĝ, il ira en décroissant : sa dérivée 
F' (x) est donc, d'après ce que nous avons vu p. 363, po- 
sitive pour des valeurs de x un peu plus grandes que x 
et négative pour des valeurs de x un peu plus petites 
que f. Il résulte de là que F’ (x) a au moins une racine 
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réelle comprise entre z et ĝ, et en tout cas un nombre 
impair de racines réelles comprises dans cet intervalle. 
C. Q: F. D. 


Conozzatmes — Si F(x)=o a toutes ses racines 
réelles, F' (x) = o a aussi toutes ses racines réelles. 


Soient æ, 4:,..., æ, les racines de F (x) = o; dans 
chacun des intervalles «1%, de 2,... se trouve comprise 
une racine de F’ (x) = o. Si donc les racines #,,..., «, 
sont toutes simples, F'(x) aura précisément m —1 ra- 
cines réelles, c'est-à-dire aura toutes ses racines réelles ; 
supposons que g; soit une racine multiple d'ordre y, 
a; sera m —ı fois racine de F’{(x) =o, et par suite 
F' (x) = o aura m—1+ p —ı racines réelles, F (x) = o 
en a m+ p— 1; donc F’ (x)= 0 a toutes ses racines 
réelles. Le même raisonnement peut évidemment se ré- 
péter sur deux ou un plus grand nombre de racines mul- 
tiples, ce qui démontre la proposition que nous venons 
d’énoncer. 


X. — QUATRIEME THÉORÈME, DU A Srunm. 


Aucun des théorèmes précédents ne peut servir à sé- 
parer à coup sûr les racines d'une équation, ils suffisent 
dans la plupart des cas; ajoutons même que le théorème 
de Budan n’est plus guère aujourd’hui qu'un objet de 
curiosité. Au contraire, le théorème que l’on va démon- 
trer permet de décider combien il existe de racines réelles 
d’une équation algébrique comprises entre deux limites 
données : il est à regretter que ce théorème soit d’une 
application aussi pénible. 

Tutorème. — Soient V un polynôme entier en x, V, 
sa dérivée; divisons V par V,; soient Q, le quotient et 
— V, le reste; divisons V, par V,; soient Q, le quotient 
et — V, le reste, et ainsi de suite. Supposons que l’é- 
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. » . , ’ 

quation Y = o n'ait pas de racines égales (et l’on peut 
toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi), on finira par 
tomber sur un reste numérique différent de zéro que 
nous désignerons par — V,; ceci posé, le nombre des 
racines réelles comprises entre deux limites données a 
et B est égal au nombre de variations que perd la suite 


(1) A a A E E 
quand x varie de æ à b. 


D'après la définition des quantités V, V;,..., V,, 
Q:, Q@:,:.., on doit avoir 


t4 = ViQ 7 Vas 
Yi Va Q: — Vi, 


se Mes Q — V, 


Or, 1° deux fonctions V;_,, V; consécutives de la suite (1) 
ne peuvent s’annuler à la fois, sans quoi de 


(2) Va Vi Q@ Vs 


on déduirait V;,, — o et par suite V;,, = 0, etc., enfin 
V, = 0, ce qui est contre notre hypothèse, V, étant sup- 
posé indépendant de x; 2° si l’une des quantités V, V;, 
V.,... s'annule, celle qui la précède et celle qui la suit 
immédiatement sont de signes contraires; si, en effet, 
dans l’équation (2) on fait V; = 0, on a Vi, =— Vipi 

Il résulte de là que le passage par zéro d’une des fonc- 
tions V,, Vs,..., V,_, n’altère pas le nombre des varia- 
tions de la suite (1). En effet, V;_; et V;;, ne pouvant 
s’annuler avec V; conservent leur signe quand V; change 
de signe; or V,_, et V;,, étant de signes contraires, on ne 
peut avoir avant et après le passage de V; par zéro que 
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les combinaisons de signe suivantes : 


Pour Vi l +++ + — — | — — 
Pour V; STS VE = N= + 
Pour Vap | — —|—— | ++) + + 


qui présentent constamment une seule variation; mais 
quand V passe par zéro, d’après ce que nous avons vu 
p- 408, lemme, il est d’abord de signe contraire à V;, 
puis, après le passage, de même signe que V, ; la suite (1) 
perd donc une variation, et à chaque racine de V = o 
correspond ainsi une variation perdue; donc enfin le 
nombre total de variations perdues par la suite (1), 
quand x varie de æ à ß, est bien égal au nombre des 
racines de V = o comprises dans cet intervalle. 
C. QT D, 

Remarque I. — Au théorème de Sturm on substitue 
quelquefois le suivant : 

Soient Vi, V,,..., V, des fonctions de x formant 
avec V une suite telle, 1° que deux fonctions consécu- 
tives ne s'annulent pas à la fois; 2° que l'une d'elles 
s’annulant, celle qui la précède et celle qui la suit soient 
de signes contraires; 3° que V, ne s'annule jamais pour 
les valeurs de x comprises entre æ et £ ; 4° que V, soit de 
méme signe que V pour les valeurs de x immédiatement 
supérieures à celles qui annulent V. Le nombre des 
variations perdues par la suite V, V,, V:,..., V,, 
lorsque x varie de a à ĝ, est égal au nombre des racines 
de V = o comprises entre æ et fi. 

Ce théorème se démontre comme le précédent. 

Remarque IL. — Supposons que V = o ait des racines 
égales; soient V, sa dérivée et V, le plus grand commun 
diviseur entre V et V,, soit 

V vV, 


== U, ve 
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Divisons U par U,; soient Q, le quotient, — U, le 
reste, elc., on aura 


U =U, Q — U, 
U, = U: Q: — U,, 


U,_ = Ussi Qi — D; 


et U, U,, U;,..., U, seront respectivement égaux à V, 
Vi, Vs,..., Va divisés par V,, comme il est facile de 
s'assurer en multipliant chacune des égalités précédentes 
par V,. De la première on tire 


V = V, Q — U; Vs; 


donc U, V, = V2, et ainsi de suite. Or on a 


et si l’on pose 
V=(z—a)}"(z—b)..., 
on en déduit (p. 365) 


tés m n eaw, 
V Ro An AT ef i 


$ U, 
donc, quand x passe par la racine ayqj Passe par œ et 


change de signe en passant du négatif au positif. Ainsi 
les fonctions U, U,, U;,..., U, jouissent des mêmes pro- 
priétés que les fonctions V, Vi, V,,... dont il a été 
question dans la remarque précédente; donc enfin le 
nombre des racines de U = o ou de V = o, abstraction 
faite de leur ordre de multiplicité, comprises entre æ et ĝ, 
est égal au nombre de variations perdues par la suite U, 
U;,..., U, quand x varie de æ à B, Mais comme cette 
suite ne diffère de V, V,,..., V, que par un facteur con- 
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stant V,, on peut dire que le théorème de Sturm s'ap- 
plique encore aux équations qui ont des racines égales ; 
majs il ne fait pas connaître l'ordre de multiplicité de 
ces racines, 


XI. — MÉTHODES D'APPROXIMATION. 


PREMIÈRE MÉTHODE, DITE DE NEWTON, RECTIFIÉE PAR 
Fourier. — Désignons par F (x) une fonction entière 
de x à coefficients réels, et par h un accroissement réel 
donné à x; posons 


(1) F (2 +A) =F (2) + AF (2) + ËR, | 


R désigne dans cette formule une fonction entière de x et 
de A. Si l’on considère alors la fonction de z 


F (2 + 2) —F (x) — zF' (x) — Ž R, 


on voit qu'elle s'annule pour z = o, et aussi, en vertu de 
la formule (1), pour z = h; en vertu du théorème de 
Rolle {p. 411), sa dérivée, prise en regardant z comme 
la variable, doit donc s'ännuler pour une valeur 4! de z 
comprise entre zéro et L. Or cette dérivée est (*) 


F'(z + 2)— F (z)— zR. 
Cette fonction entière s'annule encore pour z = oet de 
plus pour z = h'; sa dérivée, prise en regardant z comme 
la variable, doit donc s’annuler pour une valeur 4” de z 
comprise entre zéro et %’, Or cette dérivée est 


F” (æ+ z)— R; 


(*) La dérivée de F(x +z) est le coefficient de 4 dans le développe- 
ment de F(x+- z +h), et ce coefficient est F’ (x +2), 
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on a donc 
F(z+#")—R=—0, 
c'est-à-dire 
R— F"(x = At); 

h" désignant une quantité comprise entre zéro et A. Cette 
quantité se désigne ordinairement par 0h ; 0 désigne alors 
un nombre compris entre zéro et l'unité, et l’on a 


R— F" (+ 04); 
par suite, la formule (1) devient 
(2)  F(z+4)=F(x)+4F'(x) + s F” (x+ 0h). 
Concevons actuellement que, ayant convenablement 
séparé les racines d’une équation algébrique 
F(z)—0, 


on ait substitué à la place de x deux nombres a et b œ> a 
peu différents l’un de l’autre, donnant à F (x) des valeurs 
de signe contraire et comprenant par conséquent une ra- 
cine, mais une seule. On arrivera toujours à ce résultat 
après un nombre plus ou moins considérable d'essais; si 
dans la formule (2) on remplace alors x par a et si l’on 
suppose que a + h désigne la racine cherchée, on aura 


? 
F(a+h), c'est-à-dire o=F (a)+A4E' (a)+ s F” (a + 0h). 
On tire de cette formule 


a) p— Fla) _ E” (a+ 0h), 


En partant au contraire de la valeur approchée b, en dé- 
signant par b— À la racine exacte et par À un nombre 
I. 27 
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compris entre o et 1, on trouve de la même façon 


o=F(b)—4F'(b) + ČF" (b— à), 


et par suite 
F(b) ÆF’(b—24) 


Si les quantités k et % sont suffisamment petites, on peut 
négliger leurs carrés et prendre 


F(a)  ,_ F6), 


h = — —— 
F(a)’ F(b) 


Telle est la méthode indiquée par Newton pour l'ap- 
proximation des racines des équations; elle est peu sûre, 
comme on voit, et, pour qu’elle puisse être appliquée avec 
succès, en un mot pour approcher de Ja racine à l’aide 
F(a) F(b) 
F(a) F (6) 
sûr qu'ils sont positifs; il faut ensuite, en vertu des 


formules dE et (4), que les quantités — £ F” (a+ 0h) a 


des termes de correction — , il faut être 


F(a) 
HF"(b— 24 i 
FH soient positives, car alors seulement on 
sera sûr que a — pee b— BTE 7: sont plus approchés 


que a et b. 

Nous supposerons les limites a et b assez resserrées 
pour que, dans l'intervalle, F’ (x) et F” (x) n'aient pas 
de racines, ce qui sera toujours possible si les équations 
F (x) = o, F' (x) = o et F” (x) = o n’ont pas les mêmes 
racines (on voit ici l'utilité de la théorie des racines 
égales). 

Alors : 1° je dis que — -pte eH sont positifs; en 
effet, si F (a) est négatif, par exemple, F (x) devenant 
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positif pour x = È, croit dans l'intervalle a, b, et F'(x) 


est positif; donc — ben est positif, et il en est de même 
de E si, au contraire, F (a) était positif, F (x) serait 


décroissant, F’ (x) négatif, et on arriverait toujours aux 
mêmes conclusions. 

2° Puisque F” (x) et F' (x) n’ont pas de racines dans 
l'intervalle a, b, F” (a + 6h) et F” (b — àk) auront les 
mêmes signes, F’ (a) et F’ (b) aussi, et alors l’une des 
quantités 

h F'(a+ 0h)  kF"(b—34) 
TN A)" Ca PIE 
sera positive. 

Donc, pourvu que F'(x)et F” (x) ne s'annulent pas 
entre a et b, l'un des termes de correction de Newton 
donnera toujours une valeur plus approchée de la racine 
F'(a) 
F(a) 
F'(b) 
F(b) 
F” (x) et F'(x) sont de même signe. Mais nous venons 
Fl a que F(5) 
F’ (a) F (b) 
F” (a) et F' (a) sont de signes contraires, F (a) et F” (a) 
seront de même signe; si F” (b) et F’ (b) sont de même 
signe, F (b) et F” (b) le seront aussi. De cette petite dis- 
cussion il résulte que : 


cherchée, et le terme qu'il faudra employer sera — 


si F”(x) et F'(x) sont de signes contraires, et si 


de voir que — 


étaient positifs; si donc 


Le terme de correction à employer est celui pour le- 
quel F (x) et F'(x) sont de méme signe. 

Cette proposition est due à Fourier; si l'on veut avoir 
une limite de l'erreur commise en employant le terme 
de correction, il suffit de considérer le terme complé- 

27. 
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mentaire 


© WF'(a+ 0h) KF” (b Xk) 
a F{a) ar PIN 
et d'y remplacer k ou h par b— a, et F”(b— ìk) par 
le maximum M de F” (x) dans l'intervalle a, b; on a 
ainsi 
US 
erreur < Fa) 2 


XII. — Sur DIVERSES MÉTHODES D' APPROXIMATION. 


La méthode de Newton est sans contredit la plus avan- 
tageuse après la méthode du développement en série 
que nous n’avons pas à exposer ici; cette dernière mé- 
thode, du reste, se rapproche beaucoup de celle de 
Newton, en ce sens que la série donnée par Cauchy a pour 
premier terme le terme de correction de Newton. La 
série que j'ai fait connaître a pour premier terme un 
terme de correction donné par une méthode que nous 
allons développer et que l’on appelle la méthode de 
fausse position; cette dernière méthode devra être pré- 
férée à celle de Newton, lorsque, dans le voisinage de la 
racine cherchée, on aura F’{x) —o, ou F'(x) =o 
(nous conservons ici les notations adoptées p. 417). Voici 
en quoi consiste la méthode de fausse position : on sup- 
pose la quantité x— a, dont varie x entre a et b, propor- 
tionnelle à la quantité F (x) — F (a) dont varie F (x) 
dans l'intervalle correspondant. Si b — a est assez petit, 
cette hypothèse est assez exacte, et l'on a 


F(b)—F(a) _ F(a+ 4) — F(a) 
b— a ni h j 
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d’où l’on tire, en faisant F (a + h) = 0, 


de même ou aurait 
(b— a)F(6) 
A F(b) — F(a) 

Lagrange, pour obvier aux inconvénients que présen- 
tait la méthode de Newton avant Fourier, avait ima- 
giné une méthode qui consistait à développer*la racine 
cherchée en fraction continue, mais qui ne doit pas ĉtre 
employée aujourd’hui. 

Soit a la valeur approchée d’une racine de F (x) = 0; 


. I , . : . 
si l’on pose x = a + Pa l'équation proposée devient 


F(«+:) =0; 
J 


en chassant les dénominateurs, cette équation prend la 
forme 


FLF) = 0; 


J désignant un polynôme algébrique. On calculera ap- 
proximativement la plus petite racine de cette équation, 
et en désignant par a, une valeur approchée, on posera 


En général, on choisit pour les valeurs &, 4,, 4,,..., 
des nombres entiers. Nous n'insistons pas davantage 
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sur cette méthode, parce qu’elle conduit à des calculs 
plus compliqués que celle de Newton, bien que, au point 
de vue théorique, elle paraisse plus simple. 

Lorsqu'une équation peut se mettre sous la forme 


z—g(x), 
il est souvent avantageux de procéder comme il suit : 
soit a une valeur approchée, on aura une valeur encore 
plus approchée en prenant 

z= g(a); 
en désignant par a, cette nouvelle valeur, on en obtient 
une encore plus approchée par la formule 

z= q (a), 


et ainsi de suite. Cette méthode est celle que lon ap- 
plique à l'équation ax° + bx + c = 0; lorsque a est 
très-petit (p. 153), pour que cette méthode puisse s'ap- 
pliquer avec succès, il faut que, si æ désigne la racine 
cherchée, l’on ait 


mod. (a — a) < mod. (a, — 2), 


ou 
mod. (a — a) < mod. [ẹ (a) — p{x)], 
ou 
0) mod. PA > 1; 
or, si l’on pose 
(2) tele ERE, 


la quantité 
g(a)—g(z)—(a —x)R 


s’annulera pour x= 4 et pour x =a; sa dérivée, en 
vertu du théorème de Rolle, s’annulera pour une va- 
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leur X de x comprise entre a et æ, et l’on aura en con- 
séquence 

g (X) =R; 
la formule (2) devient alors 
g(a) — pọ (a) — (a — a) g' (X)= 0, 
d'où lon tire 


-2 (2) — g (2) 


a — g 


= g (X), 


et en vertu de (1) 
mod. ọ¢' (X)>> 1. 


XIII. — APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. 


Nous allons nous proposer de résoudre l'équation 
(1) F(z)=2 + 2z —7]=0. 


Cherchons d’abord une limite supérieure des racines. 
À cet effet, formons les dérivées de F (x); on a 


F(x)=62: +2, F’(z) oa 


Sans aller plus loin, on voit que toutes les dérivées de 
F (x) sont positives avec x; donc tout nombre positif 
qui, mis à la place de x dans F (x), rendra cette fonction 
positive, sera une limite supérieure des racines positives ; 
2 jouit de cette propriété, 2 est donc une limite supé- 
rieure des racines. Or, F’ (x) restant toujours positif, 
F (x) croît constamment avec x, et par suite ne peut 
s’annuler qu’une fois; et comme on a F (0) = — 7, on 
en conclut que la racine unique de F (x) = v est com- 
prise entre o et 2. 

Nous pourrions déjà appliquer la méthode de Newton 
en prenant 2 comme première valeur approchée; nous 
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serions sûrs, par ce moyen, de trouver une valeur plus 
approchée, car F (2) et F” (2) sont de mème signe; mais 
il vaut mieux appliquer la méthode des substitutions 
successives jusqu’à ce que nous ayons trouvé une valeur 


approchée à 5 près : le signe de F (1,5) est évidemment 
+, et l’on a 


F(1,4)= 1,17824, F'(1,4) = 21,2080, : F”(1,4) = 43,94, 
F(1,3) = — 1,68707. 


Le terme de correction sera 


F(1,4) 
=r A = 0,055; 
E' (1,4) « 
l'erreur sera moindre que 
1 F” (1,4) 
3 F4) 0,01. 
Cette quantité diffère peu de ziy, en sorte que nous pren- 


drons pour valeur approchée de la racine 1,34, et nous 
trouverons 


F(1,34)—0,0004, F'(1,34) = 18,1205. 


n prenant pour terme de correction — = — 77 l'er- 
En pre p 1,34) 


reur est au plus de 
1 F”(1:34) 


2 FU1,34) LOU 


` . . y » ` I . 
c’est-à-dire inférieure à Toggi Mais le terme de correc- 
1 
tion étant lui-même inférieur à zz? on en conclut que 


l , ` . I pi 
1,340 est une valeur approchée a mons de RES pres. 
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Cela étant, on est sûr que l'erreur est inférieure à 


1 F” (1,340) 
2 F (1,340) 


(0,001}, 


ANE ; a 
c'est-à-dire à —— ; le terme de correction, calculé à 
100000 


ao près, est égal à 0,00002; on a donc, pour valeur 


approchée de la racine, 
1,34 — 0 ,00002 = 1 ,33998; 
on a ensuite 
F(1,33998)—0,000043, F'(1,33998) = 20, 1160. 


Le nouveau terme de correction est 


0,000043 
aa = 0 ,000002137, 
20,1160 
P e ? I de. 
et l'erreur est inférieure à ——— ; on a ainsi 


1000000000 
=: 33998 m 0 ,000002137 A »339977863. 


EXERCICES. 


4. Démontrer que, si l'on divise le polynôme F'{x) par F (<x), 
dont il est la dérivée, en ordonnant le quotient par rapport aux 
puissances croissantes de x, le rapport d’un terme au suivant dans 
la série ainsi obtenue a pour limite celle des racines de F (x) = 0, 
dont le module est le plus grand. (BERNOULLL.) 


2. Si l'équation f (x)= o du degré m n'a pas de racines réelles, 
l'équation suivante, dans laquelle Æ est positif, 


Je) + A" (2) + Se) ++ PP" (x)= o, 
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n’en a pas non plus; il résulte de là que 


flej taf (z) + fe) + af) = 0 
n’a pas de racines positives. 


3. Si l’on met les fractions 


sous la forme —, =, 2, -..; Ulp Uy U, désignant des polynômes 
entiers, Péquation «v, = o aura toutes ses racines réelles et posi- 
tives. 

4. Toute racine d'une équation à coefficients entiers qui est seule 
de son degré de multiplicité est commensurable. 


5. Si l'on égale à zéro la 2%" dérivée de (<° — 1)", l'équation 
ainsi obtenue aura toutes ses racines réelles. 


6. Soit D le plus grand commun diviseur entre f(x) et sa dé- 
rivée f'(x); soit, de plus, 


fle) 2 po PC) 
ble vo 


le produit des facteurs de f(x) dont le degré de multiplicité est x 
est le plus grand commun diviseur entre P et Q — zP’, P' désignant 
la dérivée de P. (OsTROGRADSKY.) 
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CHAPITRE VIII. 
DE L'ÉLIMINATION. 


I. — Des DÉRIVÉES PARTIELLES. 


Lorsquel’on considère un polynôme entier F (x, y, z,...) 
en £, Y, Z..., on peut le supposer ordonné par rapport 
à x, et l’on peut prendre alors sa dérivée par rapport à la 
lettre x, plusieurs fois de suite, u fois, par exemple ; mais 
on conçoit que l'on aurait pu effectuer la même opération 
par rapport à y. Ainsi, par exemple, la dérivée seconde 
de x* y", prise par rapport à x, est 122°y°; sa dérivée 
quatrième, par rapport à y, est 120x* y. Il est bon de 
pouvoir distinguer par une notation la lettre par rapport 
à laquelle on prend la dérivée d’un polynôme : 


n 
F» (z, Tire +) 
représentera pour nous la 1°" dérivée de F(x, y, z) 
prise par rapport à x; 


m+n 


Fary” (272) 


sera le résultat obtenu en prenant m fois la dérivée de F 
par rapport à x, et n fois la dérivée du résultat par rap- 
port à y, etc. 


Tutorètme. — 1° On peut, sans changer la valeur 
d’une dérivée, intervertir l’ordre des dérivations. 
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Ainsi, je dis que l’on aura par exemple 


ne nr Aie 


a = Fin, 


Il suffit évidemment de démontrer que l'on peut inter- 
vertir l’ordre de deux dérivations successives; or, F est 
un polynôme de la forme 


Fe = AzxP y1, 
et l’on a 


Fy = D gpa z tot pq Aa y = Fy: 
le théorème se trouve donc démontré. ` 


Tutorème I. — On a, en désignant par h, k, L, . 
des quantités arbitraires, 


F(r+l,y +4, z+l,. ey 


k” ptr ; 
(T, Y3 Z3- Jepan pers CE PSE” KT nai Ad mN < Pap yo, D2) 


u, »,.… désignant des quantités susceptibles de prendre 
toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à l'infini, en 


I 
sous-entendant que 3, = 1 pourn =o. 


En effet, nous avons vu, p. 362, que 
Riam yen Ea) 
h” p \ 
=F(x,r + Ass) +Y Tai Fult, Y+ 4,244); 
en développant chaque terme du second membre par 
rapport aux puissances de k, on a 


Fir+h,r+#,...) 


ee h” k” RARE 
=F(r,7,2+1. ne AET WU pD 3l) 


et ainsi de suite. c QE bp: 
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TI. — RÉSULTANTE DE PLUSIEURS ÉQUATIONS. 


Éliminer une inconnue entre m équations, c’est, 
comme on sait, trouver m —1 équations qui ne con- 
tiennent plus cette inconnue et qui soient satisfaites pour 
tous les systèmes de valeurs des autres inconnues qui 
satisfont aux équations proposées, mais qui ne soient sa- 
tisfaites que pour les systèmes de valeurs en question. 

La résultante de m équations à m inconnues est le 
résultat de l'élimination de m— 1 inconnues entre ces 
m équations. 

La recherche de la résultante de plusieurs équations 
est une opération très-simple en théorie, mais d’une com- 
plication effrayante dès que l’on entre dans le domaine 
des applications. 


Première Mérnope. — Soient 


g(x,r)=0, y(z,Y)=0 


deux équations à deux inconnues; soient X, 2:...., Em 
les racines de la première, 


(1), P (2oy) var)... (ar) = 0 


sera la résultante de ces deux équations. En effet, cette 
équation est satisfaite pour les valeurs de y qui satisfont 
aux proposées et ne contient plus x; or le premier 
membre de l'équation (1) est une fonction symétrique 
entière des racines de ọ (x, y) = o : il s’exprimera donc 
rationnellement à l’aide de formules connues (p. 374) en 
fonction des coefficients de cette équation. 

Si l’on avait plus de deux équations, on commencerait 
par éliminer une inconnue entre ces équations en les 
prenant deux à deux de m — 1 manières différentes; on 
éliminerait une seconde inconnue de la même façon, et 
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ainsi de suite. Toutefois, il est bon de faire observer que 
si (£1, V1) (Le, Va), +. représentent les solutions com- 
munes aux équations 


elt, Y,z)—=0, X(& 7,2) =0, 
la résultante de 
g (2, Y,z)=0, lany a) =o, p(z, y, z) =0 


sera 
PhLi Jis 2) Ÿ (T3 J22)». + = 0. 


Deuxième mMérnone. — Euler et Bezout ont fait con- 
naître une méthode qui permet d'écrire sous forme de 
déterminant la résultante de deux équations 


D NE EN. PIE NE I PTE a: à 
be + biz +... +0, 2 —=0. 


En multipliant la première par 1, x, x°,..., xt, la 
seconde par 1, x, x°,s.., x"7!, on forme m + n équa- 
tions dans lesquelles on peut considérer x, x*,..., æ"+rTt 
comme autant d'inconnues entrant au premier degré; le 
résultat de l'élimination peut alors s'écrire et se former 
d’après les règles indiquées p. 107. 

TROISIÈME MÉTHODE. — Cauchy, M. Sylvester ‘et 
M. Cayley ont perfectionné la méthode précédente, mais 
sans en faire disparaitre toutes les longueurs : voici l'ex- 
posé d’une méthode dont le principe est dû, je crois, à 
M. Cayley. 

Soient 

g(r)=o et Y(x)—o 
les équations proposées; l'équation 
e(z) p (a) — p(a) 4 (2) = 0 


peut remplacer l’une quelconque des proposées, et cela 
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quel que soit a, son premier membre étant divisible 
par x — a, puisqu'elle est satisfaite en prenant x = a, 
on peut supprimer ce facteur et abaisser son degré au- 
dessous du plus grand des degrés des équations proposées. 
On obtient ainsi une équation 


F{x;a)=0; 


- qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x satisfai- 
sant à la fois aux proposées et pour toutes les valeurs 
imaginables de a; les coeflicients des diverses puissances 
de a doivent donc être identiquement nuls lorsque l’on 
donne à x une valeur satisfaisant aux équations propo- 
sées. Ainsi, en annulant ces diverses puissances de a, on 
obtient des équations qui sont des conséquences des pro- 
posées et qui seront en nombre supérieur d'une unité à 
l’exposant de la plus haute puissance de x; on pourra 
donc considérer ces puissances comme des inconnues en- 
trant au premier degré et diriger le calcul comme dans 
le cas précédent. Cette méthode a sur la précédente l'a- 
vantage de ramener le problème à la résolution d’un 
nombre moins considérable d'équations du premier degré. 


IL. — Taéonime pe Bezour. 


Taéorëme. — La résultante de plusieurs équations 
algébriques est d’un degré au plus égal au produit des 
degrés de ces équations. 


En effet, ne considérons d’abord que deux équations 


(1) g(z,t)—=0, 
(2) 


Soient m le degré de la première, n le degré de la se- 
conde; décomposons la fonction ọ en groupes de fonc- 
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tions homogènes F (x, t), P (x,1),..., nous pourrons 
écrire la formule (1) comme il suit : 


F(x;,t)+®(x,t)+...=o, 


ou bien, en supposant F du degré m, ® du degré 
m— 1, etc., 


fe 
cr (3. ) + tmp (2 1) ne cr=e 0e 


ou bien encore 


Re pale hais 


Les m racines de cette équation se confondent pour 
t= œ avec les m racines de l'équation 


PUR) = 0: 


En désignant par #;, 2:,..., 2, ces racines, on pourra 
mettre les racines de l'équation (1) sous la forme 


tue), Elart t), ., (an + Em), 


Es €. En Étant des quantités nulles pour £ = œ . Or, 
d’après ce que nous avons vu p. 430 (première méthode), 
le résultat de l'élimination de x entre (1) et (2) est 


(3) yhta +e, t) yx (tart ent)... = 0; 


or on peut mettre la fonction y sous la même forme 
que 9, et poser 


PACA o=e[r (z ) +28 (5 T 


F,,®,,... désignant des fonctions homogènes de degré n, 
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n—1,.... On a alors 
(iatt) = [Ea 815 1) + + @ (ai + ee, 1). | 


Si l'on développe le second membre par rapport aux 
puissances de £, et si l'on désigne par w, une quantité 
qui s’annule pour t = œ% , l'équation précédente s’écrira 


yltaa Fat) = rF (a) +0], 
et, par suite, le premier membre de (3) prendra la forme 
em, (2,)F, (x)... Fi (2a) + 2), 


Q désignant une quantité qui s’annule pour t = œ ; mn 
est donc le plus fort exposant de ż dans la résultante des 
équations (1) et (2), ce qui démontre le théorème de 
Bezout pour le cas de deux équations. 

Passons maintenant au cas de trois équations. Si l’on 
suppose les premiers membres de ces équations décom- 


posés en groupes homogènes, elles pourront se mettre 
sous la forme 


a) mF (52, 1) ee (52, ) MARS 
UE er 

(2) er (521) ea (re, 1)+..=0, 

(3) ere, (, aR i) + ea (z Zi) +...=0. 
ue Lt 


Si l’on divise la première par t”, la seconde par t”, et si 
l’on résout ces équations par rapport à x et à y, on en 
déduira, d’après ce que nous avons vu tout à l'heure, 
mn valeurs pour x et mn valeurs correspondantes pour y; 


ces valeurs se réduiront pour t = œ aux solutions du 
Le ` 28 
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système 
F (x, B,1) —0, 
F, (2, 6,1) = 0, 


multipliées par t. Si Pon désigne par (x, 2), (Z2, B+),..., 
(dss Bmn) 1es solutions de ce système, les solutions du 
système (1), (2) pourront s'écrire sous la forme 


[tla Hs) (B+ e,)] [re + £), t (B: + 6)]..., 


€, £, etc., désignant des quantités qui s’annulent pour 
t—; or le résultat de l'élimination de x et de y 
entre (1), (2) et (3) est 

i= mn 

II [iP F, (ai + si, Bi+e sI) + EP Dia ei, Bi+é,1)...]—0, 


i=1 


ou bien, en développant par rapport aux puissances de £; 
et e; et en désignant par w; une quantité qui s’annule 
pour t—, 
i= mn 
Il [tP Fi (ai Bi, 1) + toi] = 0. 
isi 
Cette équation peut s'écrire 
i= mn 
por The eac; 
im) 
Q désignant une quantité nulle pour t = œ ; donc mnp 
est le degré de la résultante des équations (1), (2), (3). 
Le théorème de Bezout est donc démontré pour le cas de 
trois équations, et l’on voit sans peine comment on pas- 


serait de là au cas d’un plus grand nombre d'équations. 
La démonstration que nous venons d'exposer est extraite 
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d’un Mémoire de M. Liouville; elle nous a paru plus 
simple que les autres démonstrations données jusqu'ici 
du même théorème. 

Remarque. — Nous avons supposé les équations pro- 
posées tout à fait générales; et nous n'avons pas eu 
égard à certains cas particuliers qui auraient pu faire 
baisser le degré de l'équation résultante, aussi ne devrons- 
nous point nous étonner si le degré de cette résultante 
devient, dans certains cas, inférieur à mnp. Ainsi, par 
exemple, lorsque nous avons traité le cas de trois équa- 
tions, nous avons admis que le système (1), (2) admet- 
tait mn solutions; s’il en admettait moins, le degré de la 
résultante baïsserait; il baïsserait encore si l’une des 
quantités F (x;, ĝ;, 1) était nulle. 


IV .— USAGES DE L'ÉLIMINATION.— RECHERCHE DES RACINES 
IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS. — ÉVANOUISSEMENT DES 
RADICAUX. 


D’élimination a des usages très-variés dans toutes les 
branches de l'analyse. 
Si dans une équation algébrique à une inconnue on 


remplace l’inconnue par x + y V— 1, elle prend la forme 


e(z, >) +ÿ(zr)V—i= 0. 


Cette équation se décompose en deux : 


elz; y) =o; Ÿ(r, y) —0. 


En éliminant alors successivement x et y, on aura deux 
équations à coefficients réels dont les racines convena- 
blement discutées feront connaître les racines imaginaires 
de l'équation proposée. 
Dans certaines recherches, on est conduit à des équa - 
28. 
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tions contenant des radicaux; ces équations, lorsqu'elles 
ne contiennent pas de signes transcendants, se ramènent 
toujours à la forme ordinaire sous laquelle nous sommes 
accoutumés à considérer les équations algébriques. En 
effet, observons d’abord que, après avoir chassé les déno- 
minateurs, les deux membres de l'équation seront deux 
fonctions entières des variables et des radicaux; consi- 
dérons, par exemple, l’équation 


(1) Yr+iVe+ ati Ver Vr+i pemi = 0 


Si nous posons alors 


(2) Ve+i=9 Vz+r = Va r=t, 


nous aurons als. 
[Y&Z—t+r—1—=0, 

Yÿ’—x—1—=0; 

(3) 


—z—y—=0, 
É—xz+y—=0. 

Si l’on élimine alors y, z, t, l'équation résultante ne 
contiendra plus de radicaux et pourra remplacer (1), à 
la condition, toutefois, que les radicaux, dans cette équa- 
tion, seront pris avec leurs valeurs multiples; en effet, 
les équations (3) ne remplaceront les équations (1) et (2) 
qu'à cette condition. 

Ainsi, par exemple, l’équation 


Vaz+ Va +1 =0 
n’a pas de solution, tandis que 
z% — 2z +1 = 0, 


obtenue en chassant les radicaux, admet la racine x = 1. 
Quoi qu'il en soit, l'équation résultante, obtenue par la 
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méthode que nous venons d'indiquer, contient toujours 
les solutions de l'équation proposée, quand elle en a, de 
sorte qu'une discussion facile fait connaître les solutions 
à rejeter. 


EXERCICES. 


4. Résoudre l'équation 
Vr+Vr=7-ÿ3z—3=0; 
x = 8 est une solution de cette équation. 
2. Résoudre les équations : $ 


sH ytt 3S S 
ax + by +...+ l2 =Ss,, 
x +by+...+lz=Ss 


E; Ca Aa a y + Al ze se 
3. Former la résultante des équations 


ax’ + bzy + cy? + dx + ey + f =0, 
ax + b'ay+ ce} + d'x+ey+f =o. 
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CHAPITRE IX. 
ÉTUDE SPÉCIALE DE QUELQUES ÉQUATIONS. 


—— 


I. — EQUATIONS BINÔMES. 


On donne le nom d'équations binômes aux équations 
de la forme 
LEA 0! 


Ces équations, comme on sait, se ramènent à la forme 
PELS o 
Les racines de l'équation 
(1) æ — 1—=0 


sont données, comme on l’a vu (p. 263), par la formule 
2kr — , 2kr 
æ = COS — + V—1 SIN —; 
m v- m f 


L AAR 2kr 
en sorte que le calcul de sin—— et de cos —— se ramène 
à la résolution de l'équation (1). Le côté du polygone 
arr 4 S DAR » y ` 
régulier de m côtés est égal à 2sin Tanie laisse à des- 


sein le facteur k sous le signe sin, parce que, outre le 
polygone régulier ordinaire de m côtés, il existe encore 
dans la plupart des cas des polygones étoilés obtenus 
en joignant les sommets du polygone ordinaire de deux 
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en deux, de trois en trois, etc. En procédant ainsi, on 
ne forme pas nécessairement un polygone de m côtés; 
pour que ce polygone existe il faut que l’on ne revienne 
au sommet dont on est parti sur le polygone convexe 
qu'après avoir traversé tous les autres sommets. Suppo- 
sons que l’on ait joint les sommets du polygone convexe 
de k en k; si l’on revient au point de départ avant 
d'avoir passé par tous les autres sommets, c’est que 
n fois k forme un multiple de m; en d’autres termes, m 
et À ont un diviseur; réciproquement, si » et k ont pour 
diviseur commun 9, en joignant les sommets du polygone 
convexe de k en k, quand on aura passé par d sommets, 
on sera revenu au point de départ; on n'aura donc décrit 
qu'un polygone de à côtés. Ainsi : 


La condition nécessaire et suffisante pour obtenir 
un polygone étoilé de m côtés, en joignant de ken k les 
sommets du polygone convexe, est que m et k soient 
premiers entre eux. 


À ake F 5 
Nous venons de dire que 2 sin m "présentait le côté 
du polygone régulier de m côtés, polygone convexe si 
PER r . 2kr 
k = 1, étoilé si ket m sont premiers entre eux; or sin SA 
est le coefficient de ÿ— 1 dans les racines de Péquation 
gm — 1 = 0. 


Ainsi on voit que la résolution de l'équation binôme a 
une liaison intime avec l'inscription des polygones régu- 
liers convexes ou étoilés. 

Remarque. — Si l’on représente par æ la racine de 
l'équation (1), qui a le plus petit argument positif, les 
autres racines de cette équation pourront être représen- 
tées par a°, d'p... "1, a" = 1 ; celle remarque nous 
sera utile plus tard. 
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Résozurion DE x°— 1 = 0. — Cette équation se dé- 
compose en deux autres : 


LL +10; 


Les quatre racines de l'équation proposée sont donc 
données par les formules 


z=+1,.2= + Vi, 


et comme on doit avoir 


LL 
z — cos 27 z SUES 1 sin —— & 
on en conclut, après une discussion facile, 

3r 
cOS= 0, COSr—— 1, cosi =0,  Cos2r= I, 
AE à r : 
sın —- = 0, SN 7 = 0, cos — = — 1, Sin2xr — 0. 

2 2 
Résozurion pe x° — 1 = 0. — Cette équation se dé- 


compose en deux autres 
z'— 1 = 0, déjà résolue, et x'+1=0o; 
la seconde donne 
=+y+v-:, 


ou bien, en appliquant la formule identique, 


TE A + VA —B A— VA —B 
(a) VAE y VE SSL (/a vs 
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on a donc 


k k 
cos ET + = sin =+ + 


Dans cette formule, on doit supposer k impair; on en 
déduit 


; . 2kr 
Le plus petit arc compris dans la formule — ayant son 
2m 


sinus et son cosinus positifs, on a 


Le côté du polygone régulier de quatre côtés est 2 sin F 


c'est-à-dire y2, comme on le savait. 


Résozurion DE x'°—1, — Cette équation se décom- 
pose en 


a*—1 = 0 déjà résolue et z'+1=0; 


cette dernière donne 


z=+\+V£\—, 


2 2 
En appliquant encore ici la formule (2), on a 
+ 4/1 (++) 16.) 
2 2 2 2 


Si l’on veut calculer sin 2E il faudra prendre la combi- 


c'est-à-dire 
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naison de signes qui fournira la plus petite valeur pos- 
sible du coefficient de ÿ— 1; cette valeur est 


le côté de l'octogone régulier est donc 


: 1e B) yayi. 


2 


Le côté de l’octogone étoilé obtenu en joignant les som- 
mets du précédent de trois en trois sera donné par la 
formule 


V2 + V2. 


On voit sans peine comment on passerait de là aux équa- 
tions x’? — 1 = 0, x°*— 1 — 0, etc. 


Résozurion DE x° — 1 = 0. — Cette équation admet 
la racine x = 1; elle se décompose donc en deux autres 


T—I=0, ++I. 
Cette dernière donne 


_ = VV, 


on en déduit 


PR MES LP 
D. die va 
. 2% 3 ` 3 
3 2 3 2 
RésoLuTION DE x° — 1 = 0. — Cette équation se dé- 


compose en deux autres 


z3 —1ı = 0 déjà résolue et ?+1ı=0. 
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Or x°+ 1 = 0 se décompose en 


x+ıi=0 et 2 —r+I—=0o. 


Cette dernière a pour racines 
Le 1 V3 V—1. 
= ; 


d’où l’on déduit 


FE hs I NE I 

cos =r = —) c -z = —) 

© 2 6 2 

28 _ y3 PNE V3 

SO — = —) SN —— = — — > 
6 2 6 2 


Le côté du polygone régulier de trois côtés est donc y3, 
ainsi qu’on l’a vu en Géométrie. 

On passerait- de là aux équations x'°— 1 = 0, 
x’* — 1 = 0, etc., en faisant usage de la formule (2). 


RésoLuTion DE x°— 1 = 0. — Cette équation se dé- 
compose en deux autres 


T—i1=O0 et zx ++ +r+i—=o. 


Cette dernière est une équation réciproque; elle peut 
s'écrire 


I 
— = 0. 


I 
(3) trit- 
Ei gs 
En posant alors 
I 
(4) z+ i=, 
et en observant que 
I 
ae. 
y 
l'équation (3) devient 


2+z—1—=0; 
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d'où l’on tire 
__—1# V5 À 
Ga 2 

Mais l'équation (4) donne 
aaya m, 


2 


on a donc finalement 


ou bien 
=i RARE PEUT 
PRET Loge V5 V—1. 


En discutant convenablement cette formule, on trouve 


5 4 5 4 
AL. ai ds Ar cos A midye 
hi épi MUR 
sin = 7 V10 + 25, sin £ = ro — 2 V5, 
in Sf = — Vro— 28, sin DE = — Vo + 2 V8. 


Résozurion DE xt? — 1 = 0. — Cette équation se dé- 
compose en deux autres : 


æt—1—o déjà résolue et z+1—o. 


Mais cette dernière a évidemment ses racines égales et de 
signe contraire à celles de la première; on a donc, en 
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particulier, 
sin 22 — 7 Vio 2 V5 PARLER ren | 
10 4 i 10 4 d 
les doubles de ces quantités représentent les côtés du 


pentagone régulier ordinaire et étoilé. 


Résozurion pe æ*°— 1 = o. — Cette équation se dé- 
compose en deux autres 


æ— ı = 0 déjà résolue et z°+1—o. 
Mais si dans la première on change x en x y— 1, elle se 


transforme dans la seconde; on conclut de là la valeur du 
côté du décagone ordinaire et du décagone étoilé : 


Côté du décagone ordinaire — 2 sin 2z = En L > 
Côté du décagone étoilé — 2 sin fs = Ie, 


la différence des côtés de ces polygones est donc égale au 
rayon. 


Résozurion pe x'*— 1 = 0. — On reconnait immé- 
diatement que son premier membre est divisible par 
x* — 1 et par x°— 1; en supprimant d’abord le premier 
facteur, il vient 


(5) a+ MH —O. 


Le premier membre de cette équation n'est plus divi- 
a? 


l ‘ni 1 
sible par x°— 1, mais il l’est encore par y ou par 


LE — 
x’ + x +1; en supprimant ce facteur, on a 
M—x+m—- +2 —r+1=0. 


Cette équation est réciproque et son degré s’abaisserait 
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1 es . ` 
en posant x + ~ = z, mais il vaut mieux chercher à ré- 
soudre léquation (5); celle-ci se déduit de l’équation 
(6) tpr +1—0, 


en y remplaçant x par x°; en sorte que, j désignant une 
racine de l'équation précédente, les racines de l’équa- 
tion (5) sont données par la formule 


z% — j= 0, 


Les racines de l'équation (5) sont donc les racines cin- 
quièmes des racines de l'équation (6); on les obtiendra 
en multipliant les racines de l’équation (6) par les racines 
cinquièmes de l’unité : on trouve ainsi 


(RE ie) Er 


I. — Taéonèmes ne Moivre Er pe Cores. 
Si l’on désigne par & la quantité 
gne p q 


2r 2% 
COS — + y—ı sin —, 
m m 
on aura 
(1) (z—1)(x—a)(r—e)... (z — at) am 1. 


Si l’on représente alors les imaginaires à la manière de 
M. Mourey, au moyen d’une droite égale au module, 
faisant avec un axe fixe OX, dans un plan fixe, un angle 
égal à l'argument, les quantités 1, æ, &*,..., «"-1 pour- 
ront être représentées par les rayons d’un cercle décrit du 
point O comme centre et faisant avec l’axe OX des angles 


de 


à 2n . r J 
égaux à 0, m? m? e Ou, si lon veut, par les rayons 
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d'un polygone régulier de m côtés ayant son centre et l’un 
de ses sommets sur OX. Si l’on désigne alors par As, A;, 
Ass. e, Amı les sommets de ce polygone, et si OM re- 
présente la quantité x, en vertu du théorème démontré 
(p: 260), x — a’ sera représenté par A; M, et par suite le 
module de x — 2° sera A;M. En prenant alors les mo- 
dules des deux membres dans la formule (1), on aura 


A M.A M.A,M... An M = mod. (z"— 1), 
ou si l’on pose x = r (cos9 + ÿ— 1 sin 9) 
A, M.A; M... A, M— Vran arm cos m0 +1; 


c'est dans cette égalité que consiste le théorème de 
Moivre. Si lon fait 0 = o, le second membre devient 
r" — 1 et l’on a le théorème de Côtes. ` 
CoroLLArE. — Si l’on divise les deux membres de la 
formule précédente par A, M = r— 1 dans l'hypothèse : 


où Û—0,on a 
A M.AM...AniM= rt mm Hi, 
Si l’on fait tendre r vers l’unité, il vient alors 
AM AM: A4, M= mm. 


Cette formule exprime que le produit des diagonales d’un 
polygone régulier de m côtés issues d’un même point, par 
le carré du côté de ce polygone, est égal à m fois la 
m — 1%" puissance du rayon du cercle circonscrit. 


LIL. — EQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ, 
Nous avons vu que, en augmentant toutes les racines 


d'une mème quantité facile à déterminer, on pouvait tou- 
jours faire disparaître la m—1" puissance de l'in- 
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connue dans toute équation du degré m; nous pouvons 
donc considérer l'équation du troisième degré sous la 
forme 


(1) æ+ pr +q =0. 
Pour résoudre cette équation, nous poseróns 

(2) g=y+ z3; 

elle deviendra alors 


++ (ytz) (3rz +p) +q—=0. 


Nous pouvons profiter de l’indétermination de y et de z 
pour poser 
(3) 3yz + P=9; 


l'équation précédente pourra alors ètre remplacée par 
celle-ci : 


(4) © PHPH EAA 
Les équations (3) et (4) déterminent entièrement y et z 
et par suite x; de l’équation (3) on tire 


(5) re=-2. 


Les équations (4) et (5) font connaître la somme et le 
produit de y* et z°; ces deux quantités sont racines de 
l'équation 
3 
w+ qu — P = 0; 
ay 


d’où l’on tire 
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et par suite 


2 3 

z=y += —1+ TeS 

(6) — 
3 2 3 
P ya, -A 

2 27 


Chacun des radicaux qui figure dans cette formule a trois 
valeurs, de sorte que x paraît susceptible de neuf valeurs, 
quoique nous sachions cependant que l'équation (1) n’a 
que trois racines distinctes. Ce paradoxe s'explique faci- 
lement en observant que les équations (4) et (5), qui 
nous ont servi à déterminer z et y, sont plus générales 
que les équations (3) et (4) auxquelles y et z sont assu- 
jettis à satisfaire; aussi ne devrons-nous prendre que les 


valeurs de y et z dont le produit fait — E Soient y, et z, 


des valeurs de y et de z satisfaisant à cette condition, 1, 
et j° les racines cubiques de l’unité, les valeurs de y 
sont Yı, J Yı; J° Y13 celles de z seront z;, jz, j? z,. 

Ceci posé, avec z, on ne pourra combiner que y,, car 
les autres valeurs de y ne donneraient pas yz, = — $i 
avec jz, on ne pourra combiner que j* y;, et avec j° z, on 
ne pourra combiner que jz,, en sorte que les racines de 
l'équation (1) seront 


U=] t i = +} 2 =) Yi Aja 


dans tout ce qui suit, nous suppose rons p et q réels. 

La formule (6) est très-incommode pour le calcul des 
racines de l'équation (3); lorsque la quantité À + E 
est positive, on voit clairement que l'équation (1) a deu x 
de ses racines imaginaires. Mais lorsque £ + £ est né- 


4 
I. 29 
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gatif, les racines sont compliquées de radicaux, et il n’est ` 
pas possible de décider immédiatement si elles sont réelles 
ou imaginaires. 


Si nous supposons + 7 re = = 0, léquation (1) acquiert 


manifestement deux racines égales. 
Voici maintenant un moyen de calculer les racines de 
l'équation (1) au moyen des tables de logarithmes. 


1° Supposons d’abord A + r <0, on pourra poser 


SEET +£= NATIE cai S A 


on en déduira 


Les, Aa E i a 
(7) E 37 ? coso (/ ER 


la formule (6) deviendra alors 


ET P (cos 3 + V= sin 3) +8 (cos 5 — V=T sin 3); 


æ et B désignant deux racines cubiques de l’unité dont 
le produit fasse 1. Si Pon prend alors a = ı et 5 —1, 
on a 


$ 
aar PA 


À 


2r paat D o 
en prenant æ = cosy + y—!: sin -y> il faudra prendre 


2 2r Taai 2R . 
B = «= cos à: AN V—1 sin ce qui donnera 
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4r * ON CE 
en prenant g = cos ~z + V—1 sin 7" il faudra prendre 
B= a cós iz — y—:ı sin i, ce qui donnera 
L r + 1] = r +0 
£, = 2r° cos 3 = — 2r° cos ares 


Ces formules, jointes aux formules (7), montrent que 
les racines de l'équation (1) sont réelles et permettent 
d'effectuer par logarithmes le calcul de ces racines. 

2° Supposons g+ E >o. Si lon observe que le 
produit des radicaux cubiques qui entrent dans la for- 


mule (6) doit faire — $» on sera porté à représenter 


; ” EN PEON 

Pun par & Vš tangọ et l'autre par — ĝ V5 coto, si p 
est positif, æ et P représentant des racines cubiques de 
l'unité, telles que 46 = 1. On trouve alors, si o= ĝ = 1, 


P p _cos20 P 
— = to — 5r = = Kad 3 
x VE (coty — tango) T ean AVE cot29 


Si l’on suppose 


2n 


3 


— -3r 2r 5/28 
+ V= sin => B= cos = — sin — Y—:1, 


3 3 3 


æ = COS 


on en conclut 


P 2r 
s= V5 [eos 25 (cot — tango) 


+ sin E (cote + tange) y—1ı l 


z=24/5 ( cos E cot ap + sin 2 Ee). 


3 3 sin 27 


ou 


29. 
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2r 


Li 
` . = he Er 
Le cas où l’on supposerait æ = cos 3a —V—1sin EA 


3 
B = cos 3 + ÿ—:1 sin = n'offre pas plus de difficulté. 
Enfin, si, au lieu de supposer p positif, on le supposait 


négatif, on poserait l’un des radicaux égal à & v -$ tango 


et l’autre égal à ey — £ coto; x pourra donc être cal- 
culé par logarithmes lorsqu'on aura calculé l’angle ọ (ou 
du moins la partie réelle et le coefficient de ÿ—1 sont 
calculables par logarithmes). 

Voici maintenant comment on pourra calculer l'angle o. 
On observera que si p est positif, 


P 
27 (cote — tang’ẹ) = — q, 


et si p est négatif, 
Alip À 
V — E (cove + tango) = — q; 
en posant alors 


tango —tangŸ, cote = cot}, 


langle 4 sera déterminé par la formule 


3 
oap 24/2 si p>o, 


3 
sin2 ÿ = — -2:1 


2 si p<o. 


Toutes ces formules, comme on voit, sont calculables 
? 3 
par logarithmes. Nous n'avons pas considéré le cas 
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où p—0, parce que l'équation se ramène alors à 
æ —q—=0; 


et x est immédiatement calculable par logarithmes, 

De la discussion précédente, il résulte que si “RES d 

4. ia 

est positif, l'équation (1) a deux de ses racines imaginaires ; 
si cette quantité est négative, les racines sont toutes 
réelles; enfin, si elle est nulle, l’équation a deux racines 
égales. On peut retrouver ces résultats sans résoudre 
l'équation. 

Reprenons, en effet, l’équation (1) 


D +Hpr +q = 0; 
sa dérivée est 


(8) 3z'+p—=o. 


En vertu du théorème de Rolle, si l'équation (1) a toutes 
ses racines réelles, l'équation (8) aura ses racines réelles 
aussi. Il faut donc que p soit négatif pour que l’équa- 
tion (1) ait toutes ses racines réelles ; mais il faut en outre, 
et il suffit, que les racines de l’équation (8), substituées à 
la place de x dans l'équation (1), fournissent, la pre- 
mière un résultat positif, la seconde un résultat négatif. 


Les racines de l'équation (8) sont + y- £; en sub- 


stituant ces valeurs dans der (1), on a 


RE LE des 


en prenant le signe —, on devra donc avoir 


(9) V-E-rÿ-5+1>0 
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ou bien 


c’est-à-dire 


en prenant le signe + devant le radical, on aura au con- 
traire 


(10) -yV-Ë+ry-$+1<0. 


Cette formule est identique à celle que l’on vient d'ob- 
3 ? 
tenir avec l’autre signe; ainsi a + + <o est la con- 


dition de réalité des racines. Si l’on veut savoir dans 
quel cas les racines sont égales, il suffit d'exprimer que les 
équations (1) et (8) ont une racine commune : le résultat 
auquel on arrive ainsi est l'une des formules (0) ou (10), 
dans laquelle on remplacerait le signe > ou < par =. 
On est donc conduit à l'équation de condition 
g = 0. 

37, «14 
Pour que l'équation (1) ait ses trois racines égales, en 
d’autres termes, pour que x + px+gq soit un cube 
parfait, il faut que l'équation (8) ait deux racines égales, 
ce qui ne peut avoir lieu que si p = o; mais alors l’équa- 
tion (1) se réduit à 


a +q—=0. 


Pour que cette équation ait ses racines égales, il faut 
que g—=0. Du reste, x= o satisfaisant à l'équation 
dérivée, x = o devait satisfaire à l'équation (1), ce qui 
exigeait que l’on eût p = q = o. 
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IV. — EQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ. 
Considérons l’équation 
z + pa + gr + re + s — 0. 
On peut la mettre sous la forme 
2 


(2+ ipe) -(Ẹ-1) 2 +r +s =o, 


ou bien 


I 2 2 
(=+ tpz) = (5 — }#— ms. 
2 4 
Si le second membre de cette équation était un carré 
parfait, on pourrait regarder l'équation comme résolue; 
P . I 
mais en ajoutant aux deux membres 2 (a+ ipx) Y+)’ 


le premier reste un carré, quel que soit y; quant au 
second, il devient 


2 
(Z -i+ar)a+ pr- etrs 


et il sera un carré parfait si l’on détermine y par la con- 
dition 
(pr —rŸ — 4 (f BE +2r) (=4)= 0. 
Cette équation est du troisième degré en y. Lorsqu'elle 
` aura été résolue, l'équation proposée s’abaissera au 


second degré. 
ExemrLE. — Proposons-nous de résoudre l'équation 


at— 22 — 6x +3 = 0; 
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on l’écrira comme il suit : 


(2 — x} = 2 + 6x —3; 
puis, en désignant par y une indéterminée, 
(1) (e—x)+a(z—z)y + =02(2— a)y +7 +2 + 6x3. 


On disposera alors de y de manière que le second membre 
soit un carré parfait, ce qui fournit la relation 


(6— 27) —4(27 +1) (7 —3) —0, 
ou, en développant, 
— 87° + 36 +12 — 0, 
c’est-à-dire 
nade TUE V6. 


L'équation (1) devient alors 


d’où l’on tire 
z — 2 + Y6— + (V2 ÿ6 +1 z + Vy6— 3). 


La question est ainsi ramenée à la résolution d’une 
équation du second degré. Cet exemple simple montre 
qu'il vaut encore mieux avoir recours aux méthodes 
d’approximation exposées plus haut qu'aux formules algé- 
briques, surtout si l’on observe que l’équation du troi- 
sième degré en y que nous avons rencontrée aurait pu 
être complète, et par suite beaucoup plus difficile à ré- ` 
soudre. 
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CHAPITRE X. 
ÉTUDE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


I. — FormuLE DE LAGRANGE. 


Prosrème. — Trouver une fonction f (x) entière de x 
qui prenne pour x = &, (, y,..., À des valeurs données 
a,b, c,..., l en nombren. 


Nous pouvons choisir cette fonction du degré n — ı 
et poser 


(x) S(x) = hot As t Ar +... + An ant, 
nous aurons alors la suite d'égalités que voici : 


a = å, + A a +A:a+...+ Anse! 
(2) b =A, + A B + A R H. o A, B, 


en nombre n; en les résolvant par rapport à A,, 
A,..., Ani, la fonction f(x) se trouvera compléte- 
ment déterminée. L'existence d’une fonction f(x), du 
degré n—1, satisfaisant à la question, est donc démontrée. 
On pourrait cependant craindre que le déterminant du 
système (2) soit nul; mais ce déterminant a été calculé 
page 113, et nous avons vu qu'il était égal au produit de 
toutes les différences que l’on peut former avec æ, ĝ, 
7»+-., À. Or ces quantités étant distinctes par hypo- 
thèse, le produit de leurs différences ne saurait être nul. 
Le système (2) est donc compatible et donne, pour Ai, 
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À,,..., À,_,, des fonctions linéaires de a, b,c,..., l 
(p.103); en substituant ces valeurs dans (1), le second 
membre de cette formule devient lui-même une fonction 
linéaire de a, b,..., l, et nous pourrons écrire 


(3) f(x) = Aa+Bb+Cce+...+ LL 


Le second membre de cette équation devant se réduire 
à a, b,...,l pour s= a,b.. s À, on satisfera évi- 
demment à la question en prenant pour À une fonction 
qui s’annule pour x = b, c,..., l, et qui, pour x = 4, 
se réduise à 1, et en choisissant B, C,..., L d’une ma- 
nière analogue, il faudra donc poser 

A =P (x — B)(x — y)... (z --ì), 
et, en faisant x = 4, 

1 =P (a — B) (x — 7). . (a —ì). 
En divisant ces relations membre à membre, on trouve 

ne B)(x — pe. (a— à), 

EU | 
(a — P) (a —7y)...(« — à) 

on trouverait B, C,..., L d’une façon tout à fait sem- 
blable. La formule (3) devient alors 


ele ile SER aa 
(4) [r= (2 — B) (æ — 7). (æ— à) 
| (#0) ins nn 
(B—a)(B—y)...(f— 2) ` 


Telle est la formule connue sous le nom de formule 
d’interpolation de Lagrange. 

La formule (4) peut s'écrire d’une manière un peu 
plus simple en posant 


F(r)=(x—a)(z—$)...(xz—)). 


On déduit de là, en prenant la dérivée de cette expres- 
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sion, 
F' (z) = {2 — f) (2 — y). . (8—1) (x —a) (2—7) (2 — ., 
et par suite, pour x = g, 

F' (a) = (a — p) (a — y)...(a— 3), 
de même 

F'(B) =(B— a) (B — 7)... (B—: à), 
et ainsi de suite; la formule (4) devient alors 


E Piah ot 
CE ETS CEE 


II. — DécomposiTIoN DES FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES. 


Étant donnée une fonction rationnelle, on peut tou- 
jours la mettre sous la forme pZ, ọ (x) et F (x) dési- 
gnant deux polynômes entiers; en effectuant la division 
et en désignant par E (x) le quôtient, par f(x) le reste, 
on a 
f(x) 

F (x) i; 


f(x) étant de degré inférieur à F (x). 


Rte) SRNT 


Une fonction rationnelle telle que ge, dans laquelle 


f(x) est de degré inférieur à F (x), est ce que l'on ap- 
pelle proprement une fraction rationnelle. 


Taéonime I. — Toute fraction rationnelle peut se 
décomposer en une somme de fractions plus simples de 


la forme m À et a désignant des quantités indé- 


(x — à) 
pendantes de x, etm un entier. 
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En eflet, reprenons la formule de Lagrange 


Ex) “x F(z) : 


Cut nb AT: ET PUS 


dans laquelle f(x) est une fonction qui, pour x = x, 
B,..., À, se réduit à a, b,..., l, et dans laquelle F (x) 
désigne un polynôme de la forme 


P(z— z2) (x— $)... (z—ì). 
On peut écrire cette formule comme il suit : 


T T T UN f{B) _1 


OS Fe) Peza AO ET MS 


elle a lieu quels que soient æ, B,..., À, f (2), f(Ë);..…..f(2), 
et quel que soit x; ceci revient à dire qu'elle a lieu quel 
que soit F (x), æ, B,..., À désignant les racines de 
F (x) = 0, et quelle que soit la fonction f (x) de degré infé- 
rieur à F (x). En effet, la fonction f(x) n'a été assu- 
jettie qu’à être de degré inférieur à F (x), et à devenir 
f(a) pour x = z, f (8) pour x =f... ; et comme f (2), 
f(B),... sont arbitraires, f(x) est une fonction arbi- 
traire de degré inférieur à F (x). Le problème général de 
l'interpolation, dont nous n'avons du reste pas à nous oc- 
cuper ici, consiste à déterminer une fonction quelconque 
qui admette z valeurs données pour z valeurs données de 
sa variable. 

Ainsi, en supposant x, 5,..., À différents, on peut poser 


va) AAS À vs B + Re 7 
Ex) z—a s= ` TFA 


A, B, L,..., L désignant des quantités indépendantes 
de x. Sile degré de f (x) égalait ou surpassait celui de 
F (x), il faudrait compléter cette formule par l’introduc- 
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tion d’une fonction entière E (x), et l’on aurait 


file). A B 
Multiplions par ! _ les deux membres de cette for- 


E À 
mule, elle devient 


f(x) __El(z) A B 


F(x)(r—a) x—a (ap ‘(a—2)(z—f) ab 


i 
D'après ce que nous venons de voir, tous les termes du 
second membre de cette équation, à partir du troisième, 
pourront se décomposer en fractions plus simples, et l’on 
aura un résultat de la forme 


f(x) E A A; B d 
Fee a) =E, (z) + CET ob ee 3 Hs 


E, (x) désignant une nouvelle fonction entière de x quo- 
tient de E (x) par x— a, et A;, B,,... désignant de 


nouveaux coefficients constants, en multipliant par 


E | — 
les deux membres de cette nouvelle équation, on a 


FANE 162) A ii A, 
F(x)(z—a) x—a (r—a) (r—c) 
PAPE NL ERA EURE 
(x — œ) (x —$) à 


par une transformation analogue à celle de tout à l'heure, 
on arrive à la formule 


f(x) : =E, (x) + 


F{r)(x — a) 
B, 


(=) eca TE —a 


+ 


Les 
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et ainsi de suite; on trouve alors 


f(z) Le M A A, 
F (x) (xz — a)"—' SR (æ— a)" du (x — jt UE 


Ami de By 


FER z—$ 


On peut maintenant multiplier les deux membres 


par n — 1 fois de suite, par Es p — 1 fois de 


suite, etc, et l'on arrivera alors à cette conclusion, que 
toute fonction rationnelle est décomposable en un po- 
lynôme entier plus une série de fractions simples de la 


z — 


forme -———— ; w désignant une racine du dénomina- 


A 
(z= w); 
teur égale à zéro, et i désignant un exposant égal ou 
inférieur au degré de multiplicité de cette racine. 

C. Q: F. D. 
Ep à ——— est ce que l’on appelle une fraction simple. 
e — 
Tuatonème IL. — Une fraction rationnelle ne peut se 
décomposer que d’une seule manière en un polynôme 
entier et une somme de fractions simples. 


En effet, si l’on pouvait avoir à la fois 


fiæ)_ de i 
Fl) — {z— a)" «fó (z — a)" +... 

A; B, 

(æ— a) (a — p)" +E(z) 
et 

f(x) A A mt A mt ? 
Fe) a) eya 

a b 
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on en conclurait 
A Ant 
(6) af TE — ET 
Or, si l’on fait x — æ, le premier membre de cette for- 
mule devient infini; le second doit donc le devenir aussi, 
ce qui exige que lun des binômes x —&', x—f,... 
soit nul pour x = g, ou que l’une des quantités +’, /,... 
soit égale à æ. Nous supposerons g’ = +; mais alors il est 
bien clair que m = m'. En effet, si l’on avait m’ < m, en 
multipliant les deux membres de la formule (6) par 
(x — a)", le premier membre serait encore infini pour 
x = a, et le second serait fini. On verrait de mème que l’hy- 
pothèse m' >> m est inadmissible; donc m = m’. Si l'on 
multiplie alors par (x — a)" et si l’on fait x = z, il reste 
A,,— À, en supprimant alors les premiers termes des 
deux membres de la formule (6) qui sont égaux, on pro- 
cédera sur la nouvelle ainsi obtenue comme sur l’an- 
cienne, et l’on démontrera, comme tout à l'heure, l’éga- 
lité de deux nouveaux termes, et ainsi de suite. 
GQ TD 


III. — Sun LA MANIÈRE DE DIRIGER LE CALCUL 
DES FRACTIONS SIMPLES. 


Dans le cas où le dénominateur de la fraction à décom- 
poser ne contient que des facteurs simples, on peut faire 
usage de la formule 


ü) fa) _w fa) 1 


Ea) : F(a) 22° 


mais on peut aussi faire usage de la méthode des coeffi- 
cients indéterminés et poser 


Ale) ré È 


F(z) sz—a zr—ß 
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On déduit de là 

AF (x BF (x 

= PORC 


LE no, 
T-—« — $ 4 
on en conclut, pour x = x, 


F(x) in E CEA F(e) 


f(a) = Alim — 7 = Ali a =A'F' (a); 
on retrouve ainsi 

| SAC su 
et par suite 

fiz) = BF (=) ai aay 


Cette égalité ayant lieu pour x = æ, Î, . . ., À, c'est-à- 
dire pour plus de valeurs de x qu’il n’y a d'unités dans le 
degré de f(x), est une identité; en divisant alors par 
F (x), on retrouve la formule (1). 

PREMIÈRE APPLICATION. — Soit à décomposer 


En posant 
È A B 


EFE) FE +1 
on en conclut 
x=A(z+1)+B(z— 1); 
en faisant x = 1,0na 
1—=24a, d'où TE 


en faisant x = — 1, on a au contraire 


— r= — 2f. ou B— 
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d'où l’on déduit 


T SAN I + L 
nier nr Cr =): 
du reste, l'application de la formule (1) aurait donné, en 
posant x’? — 1 =F (x), 


fi) 2 B (= 1) kI 
F'{r) 2 7 F(=r) 2 a 
DEUXIÈME APPLICATION. — La méthode des coefficients 


indéterminés s'applique encore dans le cas où le déno- 
minateur a des facteurs multiples; ainsi, par exemple, 
considérons la fraction 


z? —r +1 4 
(z —1} (z +1} (z — 2) 


elle se développera de la manière suivante : 


A A4 Mi A A A! 3 A" 
(z — 1} (2 +1} (2—2) (ea) (ip ri 


En chassant les dénominateurs, on a 
2—x+i=A(x+i1)(r—2)+A'(x—1)(x+ 1) (x — 2) 
+ A"(x— 1) (£+ 1)(x—2) +B(x— 1) (x — 2) 
+B'(r+1)(r—1)(x—2)+C(e—1}(r+ 1h. 
Si l’on fait x = 1,- on a 


1= — 4A; d’où dan à 
En faisant x = — 1, on a 
3= + 24B; d'où B= 
I 30 
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En faisant x = 2, on a 
I 
3—9C; d'où C= ge 
3 
Si l’on remplace A, B, C par leurs valeurs, il vient, 
réductions faites, 


— 8r + 8z! 162 — 161°— Sr +8 
—=24A'(x—1)(z+1) (2—2) + 24A"(2—1) (2+1) (x — 2) 
+ 24B'(x+1)(z—1)(r—2), 


et en divisant par (x — 1) (x +1) (x — 2), 


— 8z — nzr +7 
= 24 A' (z + 1) + 34A” (x — 1) (£ + 1) + 24B' (z — 1}. 


Si l’on fait alors x = 1, on a 


— 12748A", N= 7 
Si l’on fait r = — 1, on a 
5 
és 0 jas ES 
10—96B, B =p 


Si enfin on fait x = 0, en tenant compte des valeurs déjà 
trouvées, on a 


je 5 21 
7=—6— 244" + >; d'où AVS 7° 
4 
et par suite 
T2 Hi \ 23 i 1 21 
(æ—i){e+iplz—2) 4x1 Gei)’  48(x—1) 


1 5 1 


ps 8 (r +1)? mt 48 (x 1) bi 3—2) 


On peut quelquefois abréger les calculs comme il suit: 
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considérons la fraction 


f(x) + An Apai A, 


(@—e)" ef) (e— a" (ea) ru 


La fonction Ÿ (x) est une fonction rationnelle qui a pour 
dénominateur ọ (x); quant à son numérateur, il est évi- 
demment de degré inférieur à + (x), en sorte que si l’on 
change x en z + z et si l'on multiplie par z”, on a 


zta 

fiata) = Ant Åna 3t.. Az Hg (z+au)z"; 

g(z2+ 2) 
Aus Au1,... sont donc les termes du quotient de 
f(z+a) d £ t £ : = 
SA ordonné par rapport aux puissantes croissantes 
? 3 
de z. 

Troisième APPLICATION. — Lorsque le dénominateur 


d’une fraction contient des facteurs imaginaires, la règle 
à suivre est toujours la même. Toutefois, il est bon d’ob- 
server que si ces facteurs sont conjugués deux à deux, on 
peut faire disparaître les imaginaires en adoptant une 
nouvelle espèce de fractions simples. 

Considérons, par exemple, la fraction réelle 


f(x) __ f(x) 


(z— x — a! JE — a + a! VS pet = F(z) 


5 


elle se décomposera de la manière suivante : 


A + A'ÿ—1 B + B' ÿ—1 Fe 
ga dr a+: ; 
pm PA) PRE 
Or A + A' y— ı est égal à Fate VE B+B'y—1:1 
F'(a+æ ÿ—1) 
SE 
est égal à arr ay L; ces deux quantités ne diffèrent 


F'(a — a Vv—1) 
30. 
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donc que par le signe de y— 1, et l'on a 
CU o ANE Em à 
Fe Cu— 0 z—a+a y—ı 


c'est-à-dire, en réduisant les deux fractions écrites au 
même dénominateur, 


f(x) __2A (x — a) + 2A' a’ 
F(z) — (r—a)} + 


On voit que deux facteurs imaginaires conjugués donnent 
Mz +N ; 
z -+ pz + q’ 
en suivant le même mode de raisonnement que plus haut, 
on verrait que si le dénominateur F(x) possède deux 
z) 
) 


lieu à une fraction simple réelle de la forme ~ 


facteurs imaginaires multiples d'ordre conjugués, A (z 


peut se mettre sous la forme 


f(z hama ) + M; xz + N; M;i- z + Ni 
F (x (æ +per +q) (+ pz +q) 
Mz +N, 


On peut encore ici employer la méthode des coefficients 

indéterminés, mais voici une méthode qui sera peut-être 

plus expéditive dans un certain nombre de cas. 
Considérons la fraction 


+ 3 Six) 
(z+ 1} (£ — 1) F(x) 


Nous poserons (x — 1) x’? = ọ (x) et nous écrirons 


fiz) _ f(x) _ Mz+N Sa) — (x) (Mz +N), 
F(z) (+o) (+1) (23+ 1) 9 (+) 
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Nous déterminerons M et N par la condition 
Fr) — g(x) (Mz +N)= (2 + 1) 4 (2); 


en d’autres termes, nous exprimerons que le quotient 
y(x) de f(x) —9(x)(M+N) par x°+1 est entier, 
ce qui pourra se faire en écrivant que le premier membre 
de l'équation précédente est nul en même temps que 
x +1, c’est-à-dire pour x = + y— 1. Nous poserons 
donc 
FV—r)— (V1) (MY +N) =0, 
ou bien 
2+ (ÿ—1—1)(MY—1 + N) = 0. 


Cette équation se décompose en deux autres 
MENS "MN; 
on en déduit M = N = 1, et par suite 


stæ) æ+1 4 Ÿ (x) ; 
F (x (+1) (21) g(2) 


formule dans laquelle (x) est le quotient de 
f(x)— o (x)(x 1) par x*+ 1 ou — x? + 3. On po- 
sera alors 


4 (x) SMr EN NEE) 
(z'+1}o(x) (x +1} (x + 1} o(z) 


et 
#1) — (M y=: + N)e (V1) =0, 
c’est-à-dire 
HS HORS 


d’où l'on déduit M = N = 2. En divisant alors 
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Y(x)—(Mr+N)o(x) par x° +1, on trouve pour 
quotient & (x) = — 2x° + 3, par suite 
f(x) æ+I 22+2 3 — 27? 


Fée) Gt (en (ete A 


On posera alors 


3 — 2r 3 Me -Nn AdB c 
(æ )(s— i)e aa D a 1 


et l’on en déduira 

3— 22? — (Mz + N) (s —1)+ A(x+i)(r—1) 

+ Bz (2? +1) (£ — 1) + Cz? (x° + 1). 

Si l’on fait x = 0, on trouve À = — 3; en remplaçant A 
par cette valeur, on trouve 

3a — 5r + 3 = (Mz + N)æ(x— 1) 

+B(zx—1)(x—1)+ Cz (z+ 1). 

Pour x = o, on a B = 3, et par suite 

— 3r + 6z — 2 = (Mr + N) (z — 1) + C {2+ 1). 


Si l'on fait x = 1; on à 


T 
Hé G C ES 
il vient alors, réductions faites, 
7 5 

2Mz+ 2N =— 7r +5, MES N=7' 
On a donc 

fla) E z+1 2x + 2 —9r#+5 "3 

F(z) ~ (WE (ei) 2241 7 

EIET DS 
z£ 2(x— 1) 
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EXERCICES. 


4. Les fractions rationnelles décomposées en fractions simples se 
développent facilement en série par la formule du binôme; ceci 
posé, on propose de développer en série ordonnée par rapport aux 
puissances de x les fonctions 


I I 
a — axcosh +1 (2 — 2x cos) +1} 
2. Décomposer en fractions simples les fractions 
aliopo 
MHE1 2" 
3. Décomposer en fractions simples les fractions 
1 k 1 
D+pr+g F+ py 
4. Trouver une fonction périodique qui, pour des valeurs z, 


P,..., } données de sa variable, prenne des valeurs données 4, 
bj. tjd 


5. Décomposer en fractions simples la fraction 


E G. 4 
v(r +i (r +2)... (1+ i) 
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CHAPITRE XI. 


THÉORIE DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 


I. — Dérinrrions. 


On appelle dérivée d'une fonction la limite du rapport 
de l'accroissement de cette fonction à l'accroissement cor- 
respondant de sa variable lorsque celui-ci tend vers zéro. 

Cette définition, pour être bien comprise, exige que 
nous entrions dans quelques détails. Lorsqu'une fonc- 
tion f(x) est continue, à un accroissement infiniment 
petit 4 de sa variable x correspond toujours un accrois- 
sement infiniment petit À de la fonction f(x), mais il 
n’est pas évident à priori que la limite du rapport 5, 
que nous avons appelée dérivée de la fonction, soit finie 
et déterminée; en d’autres termes, il n’est pas évident 


, . r k 
que, quel que soit la manière dont À tend vers zéro, ï 
t 


tende toujours vers la même limite. 

Nous verrons dans la suite que les fonctions de va- 
riable réelle ont en général une dérivée unique et bien 
déterminée, et nous ne nous occuperons que de ces fonc- 
tions. 

Lagrange, dans sa Théorie des fonctions analytiques, 
propose de représenter la dérivée de la fonction y par y’; 
y" à son tour pouvant être considéré comme fonction de 
la même variable que y, sa dérivée sera représentée 
par y”: elle porte le nom de dérivée seconde de y. La 
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dérivée de y” sera représentée par y” : elle porte le nom 
de dérivée troisième de y, etc. Les notations de Lagrange 
sont souvent incommodes; Kramp, Arbogast, Cauchy et 
d’autres géomètres ont employé les notations 


Dyry Dey MR oi 


pour désigner les dérivées de y ; Leibnitz et Newton ont 
employé d’autres notations dont nous n'avons pas à 
parler ici. Hätons-nous cependant de dire que les nota- 
tions de Leibnitz sont généralement adoptées comme se 
prêtant bien mieux aux calculs. Nous nous servirons 
dorénavant des notations de Lagrange, parce qu'elles sont 
plus simples, dans l'exposition des principes du calcul 
des dérivées, et que celles de Leïbnitz sont enseignées 
dans les cours de calcul différentiel, identique au fond 
avec celui des dérivées. 


II. — Pnopniétés DES DÉRIVÉES. 


Tuéonkme L.— Soient f (x) une fonction quelconque, 
J'{x) sa dérivée, h un accroissement quelconque donné 
à x, on aura 


(1) Siz yh) S(r) =h f(z) e), 
e désignant une quantité qui s'unnule avec h. 


En elfet, d’après la définition même que nous avons 
donnée de la dérivée, on a 


(x +4) f(z) 


lim EE S f'(a), 


c'est-à-dire, en désignant par £ une quantité qui s’annule 
avec h, 
: + 4) — 
PERTE 2 pr (2 + 65 


d'où l'on tire la relation (1). 
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Tuéonëme M. — Lorsque la dérivée f'(x) d'une 
fonction f (x) est constamment nulle entre les limites xs 
et X, cette fonction est constante entre ces limites. 


En effet, soit x une valeur comprise entre x, et K: 
partageons l'intervalle compris entre x, et x en n parties 
égales à %, en sorte que l’on ait 


r—zr . 
=h, ou z—r—=nh. 


n 
Nous aurons, en vertu de la formule (1), 
flitst 4) — S(t) = AS" (2e) + toh 


£, désignant une quantité qui tend vers zéro avec h. 
Mais comme f’(x,} est nul entre les limites x, et X, 
cette équation se réduit à 


Sizi h) — S (z) = hss 
On trouve de même 


JS (ot 2h) — f(z -+ h) = La, 


flanta leam h) = he, 


£1; ae.) Eni désignant des quantités qpi tendent vers 
zéro avec h. Si nous ajoutons les équations précédentes, 
en observant que x, + 1h n’est autre chose que x, il vient 


(2) fla) f (2) =h (ut RER 


Mais en désignant par n la plus grande des quantités £o, 
Es. Es prises en valeur absolue, on a 


val. abs. (a+ & +. -e + Eni) nn, 


c'est-à-dire, en désignant par 9 un nombre compris entre 
—1et +1, 


St... Hé = 700). 
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L'équation (2) peut alors s'écrire 


JS(x)—S\2) = nh bn, 


ou bien 


S(x) — (rs) = (x — 26) 6n. 
Or, si l’on fait tendre h vers zéro, 1 tend vers zéro; il 
en résulte que x et x, restant fixes, on peut prendre 
J (x)— f(x) moindre que toute quantité donnée; done 
on a rigoureusement 
Fr) —Sf(2) = 0; 

donc, quel que soit x compris entre x, et X, f(x) con- 
serve une valeur constante égale à f (xo). c. Q.F. D. 

Taéonëme HI. — La dérivée d'une fonction f(x) 
ne saurait étre constamment infinie. 


En cffet, posons 
(3) f(x) = 7; 


cette équation, résolue par rapport à x, fournira un ré- 
sultat de la forme 


(4) z =q(r). 


Les équations (3) et (4) sont identiques au fond, elles ne. 
diffèrent absolument que par la forme, en sorte que si l’on 


change x en x +} dans ces deux équations et si l’on dési- 
gne par y + À ce que devient alors y, on en déduira pour 4 
les mêmes valeurs dans les deux équations en question. Il 


; ; FT AS RE D AR ra 
résulte de là que si la limite de z? C'est-à-dire si la dérivée 
4 
de f (x) était infinie entre les limites x = x, et x = X, 
la limite de 7» C'est-à-dire la dérivée de ¢( y), serait con- 


stamment nulle entre les limites y = f (x,) et y= f (X). 
(y) ou x serait donc une constante entre ces limites, 
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c'est-à-dire quand x varie lui-même entre x, et X, ce 
qui est absurde. 


IT. — Dénivée D'UNE SOMME D'UN PRODUIT 
? ? 
D'UN QUOTIENT. 


Tutorème I. — La dérivée d'une somme composée 
d'un nombre limité de parties est égale à la somme des 
dérivées de ses parties. 


En effet, considérons la quantité 
(1) J=u+o—wx..,, 


u, V, w,... désignant des fonctions quelconques de x 
en nombre limité; représentons par le symbole Ax un 
accroissement arbitraire donné à x (le signe A ne repré- 
sentant plus ici une quantité, mais une opération). 
Soient Ay, Au, Av, Aiw,... les accroissements corres- 
pondants de y, u, v, w,...; en remplaçant dans l'équa- 
tion (1) x par x + Ax, u deviendra alors u + Au, 
v deviendra v + Av, etc., et on aura 


(2) y+Ay=u + Au + ve + A0 — w — Aw..., 


Si l’on retranche les équations (1) et (2) membre à mem- 
bre, on a 
Ay = Au + Ap— Aw..., 


c'est-à-dire, en divisant par Ax, 
(3) 


A 5 i AY 
Or, si l’on fait tendre Ax vers zéro, = tendra vers y” 


Le Au 7 : 
dérivée de y, AT tendra vers u’, etc., en sorte qu’en pre- 
v 


nant les limites des deux membres de l'équation précé- 
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dente, et en observant que dans le second membre de cette 
équation le nombre des parties est limité, on a 


r'=u +u —w +,. ‘a 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — Nous avons insisté sur ce point que le 
nombre des parties u, v, w,... devait être limité; en 
elfet, quand nous avons fait tendre Ax vers zéro, nous 
avons admis que la limite de la somme pa STER 

Ar Ax âx 
était égale à la somme des limites de ses parties, ce qui 
cesse d’être vrai lorsque l’on suppose le nombre des par- 
tes illimité (*). Ainsi le théorème que nous venons de 
démontrer n’est pas applicable aux séries, ou du moins, 
pour qu’il devienne applicable aux séries, il faut néces- 
sairement une nouvelle démonstration. 


Tuéonëme I. — La dérivée d'un produit de plusieurs 
fonctions en nombre limité est égale à la somme des 
produits obtenus en multipliant la dérivée de chacune 
de ces fonctions par toutes les autres. 


En effet, soient u, v, w,... différentes fonctions de x 
en nombre limité; posons 


(1) Y =. 
RE PR R me 
(*) On démontre par le calcul intégral la formule 


sin2æ sin3x sin nx 
re La. =.. E n F 


= sinr — 


SIR 


Si l'on prend la dérivée des deux membres de cette équation, on trouve, 
à l’aide de procédés qui seront expliqués plus loin, la formule 


1 
= = cosx — COS 2x + COSÈX —.,,2 COST...) 
2 


absurde, ear le second membre est divergent. 
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Changeons dans cette formule x en x + Ax, y, u, 
v, w,... deviendront y + Ay, u + Au,..., Ay, Au,... 
représentant, comme plus haut, les accroissements de y, 
u,... correspondants à l'accroissement Ax de x. Nous 
aurons 


y + Ay = (u + Au) (0 + Ao) (w + Aw)... 


Or le produit des facteurs qui entrent dans le second 
membre de cette équation est égal à la somme des pro- 
duits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans 
chacun des binômes u + Au, v + Av,...; on aura done 


(2) 7 +Ay=uvw...+Au.uv..,+ Av.uv...+o, 


w désignant une somme de termes contenant en facteur 
au moins deux des quantités Au, Av, Aw,.... 
Or, des équations (1) et (2) on tire par soustraction 


Ay = Au ww.. + Av.uw ..+Aw.ur. . + 6, 


ou bien, en divisant par Ax, 


åy Au Av o 
3 = — w. UV À aM 
( ) ar ar Az ås 
Ay Au 


Or, si l’on fait tendre Ax vers zéro, A 
v 


z+» auront 


, 


Az 


Brih , © . 
pour limites y’, u',.... Quant à re il se compose de 
v 


A r 
termes de la forme ai - a, dans lesquels z est un produit 


qui contient au moins un des facteurs Au, Av,...; si 
nous supposons donc qu'aucune des dérivées w’, v',... 
AY 


T 


ne soit infinie, — n'augmentera pas indéfiniment; d'un 


autre côté, æ aura pour limite zéro, et par suite & aussi; 
donc, si l'on suppose les facteurs u, v, w,... en nombre 
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limité, la formule (3) donnera pour Ax = o 


(4) = now... H UW an Haw/uv...., 


£: Or iFe D: 


ConozzamE I. — Si l’on divise les équations (1) et (4) 
membre à membre, on trouve 


relation remarquable et dont on fait un fréquent usage. 
! 

L est ce que l'on appelle la dérivée logarithmique de y; 

yY 

on peut donc dire que : 


La dérivée logarithmique d'un produit est égale à la 
somme des dérivées logarithmiques de ses facteurs. 


ConozLatme I. — a désignant une constante, la dé- 
rivée de au sera au’; car la dérivée de a est nulle. En 


fet, A 1, et par suite ©! aussi, quelque petit que 
effet, Aa est nul, et par suite z aussi, quelque petit que 
2407 PRT Aa 2 

soit Ax; donc la limite de gg sera zéro. CARTE A: 7 


Tnéorème IMN. — La dérivée d'un quotient est égale 


au résultat obtenu en divisant par le carré du diviseur 


la dérivée du dividende multipliée par le diviseur, dimi- 
nuée de la dérivée du diviseur, multipliée par le divi- 
dende. 


En elet, soit 
u 
(1) Jr 


le quotient des deux fonctions u et v de x. Changeons x 
en x + Ax; u, v, y deviendront u + Au, v + Av, 


MATEMATY 


CZNY 
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y + ây, et l'on aura 
u + Au 


(2) Fire 


Des équations (1) et (2) on tire 


__U+Au u 
a BNA EF ri 
c’est-à-dire 
N. — uso, 
Sye v(e + Av) $ 
d'où l’on tire 
Au Av 
Ay As j Az 
Ar t + vAv 


Si l'on fait tendre Ax vers zéro, il vient alors, en obser- 


ây Au Av limi Aaka AUA 
vant que TER E Ay TEA ont pour limites 3°. w, V, 


JAR we — o'u 


rE 


p? 


m QF. D. 


RE 1 ù r 
CororLarre. — La dérivée de - s’obtiendra en faisant 
p 


= 1 dans la formule précédente, et par suite u’ = o. 
On a alors 


IV. — Dénivées DES FONCTIONS DE FONCTIONS ET DES 
FONCTIONS COMPOSÉES, 


Soient v une fonction de x, w une fonction de v, 


y une fonction de w, y sera ce que l'on appelle une 
Jonction de fonction de x. 
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Taéorime I. — La dérivée d'une fonction de fonc- 


tion est égale au produit des dérivées des fonctions dont 
elle est formée. 


En effet, soit y une fonction de w, w une fonction 
de v, v une fonction de x, changeons x en x + âr, 
y deviendra y + Ay, w deviendra w + Aw, v devien- 
dra v + Av, et l’on aura identiquement 


(1) SL en et Le 


et Aw Av | Az 
ni . ; Ap oi i 
Si l’on fait tendre Ax vers zéro, 3; aura pour limite v’. 


àw . ` . 
as st le rapport de l’accroissement de w à l’accroisse- 
La 


ment correspondant de v; sa limite est donc la dérivée 
de w prise en considérant w uniquement comme fonction 
de v et non comme fonction de x : nous désignerons cette 
dérivée par w‘, pour ne pas la confondre avec w’, qui est 
la dérivée de w considérée comme fonction de x. De 


A "Re ' 62 4 . 
même R aura pour limite Fes dérivée de y prise en 


considérant y uniquement comme fonction de w. La for- 
mule (1) peut alors s'écrire 


(2) LS 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque I. — Nous avons tacitement supposé le 
nombre des fonctions intermédiaires w et v limité; en 
effet, en passant aux limites dans la formule (1), nous 
nous sommes appuyés sur ce principe, que la limite d’un 
produit était égale au produit des limites de ses facteurs : 
ce principe n’est pas applicable aux produits composés 
d’un nombre illimité de facteurs. 

Remarque II. — Il ne faut pas confondre les expres- 

E 31 
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sions y, et y’; elles sont, comme on voit, essentiellement 
différentes et liées entre elles par la relation (2). 

Soient u, v, w,. . . des fonctions de x, et f (u,v,w,...) 
une fonction de u, v, w,..., f sera par rapport à x ce 
que l’on appelle une fonction composée. 


Taéorime Il. — La dérivée d'une fonction composée 
est égale à la somme de ses dérivées prises par rapport 
à chaque fonction dont elle est composée, respective- 
ment multipliées par les dérivées de ces fonctions elles- 
mémes. 


En effet, considérons la fonction f (u, v, w), u, v, w 
désignant ici des fonctions de x, on aura 


Af flu + Au, v + Av, w + Aw) — f(u, v, w) 
— n allu 
Ar ar á 


Au, Av, Aw, Af désignant, comme plus haut, les ac- 
croissements de u, v, w, f correspondants à laccrois- 
sement Ax de x. Or on peut écrire comme il suit léqua- 
tion précédente : 


af _ f(u+Au,o+ Ao w+Aw)—f(u+Au, v +4v, w} 
Az Az 
Su + Au, o + A0, w) — f(u + Au, v, w) 

Azx 


f(u + Au,v,w) — f(u, v, œ) 


\ Az 


(1): + 


Or la première partie du second membre de cette équation 


x flu+au,v+ Av, + Aw)—f(u + Au, v+ âr, w) 
Ax 


est l'accroissement que prend f (u+ Au, v+ Av, w} 
quand on change w en w + Aw. Or, en appliquant ici la 
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formule 


Siz h)— f(x) = hif (x) +:] 
démontrée (p.473), nous pourrons écrire la quantité (2) 
ainsi qu’il suit : 


(3) Lu + au, o + Av, w) + e] ÈZ, 


e désignant une quantité qui s’annule avec Aw, Cest- 
à-dire avec Ax, et f,, désignant une dérivée prise par rap- 
port à w, c'est-à-dire en laissant u + Au et v + Av inva- 
riables. Or fọ (u + Au, v + Av, w) ne diffère de 
Ju (u, v, w) que d'une quantité qui s’annule avec Au 
et Av, c’est-à-dire avec Ax, en sorte que l'expression (3), 
ou ce qui revient au même (2), peut s’écrire 


fa ) ] Aw 

u, 0, Ww) + a| — > 

[ w ( át Az 

LA désignant une quantité qui s'évanouit en même temps 


que Ax, la seconde partie du second membre de la for- 
mule (1) se mettra d’une façon analogue sous la forme 


< Av 
[S (u, v, œ) + aa 
et le troisième sous la forme 


LA (u, v, w) à où TY 


B et y désignant des quantités qui s’évanouissent avec Ax, 
l'équation (1) peut alors s’écrire 


M [f(m ow) + a] È + [E (u, o, w) + B] 


A 
+ [A (u, v, w) +7] 2E 
ê1. 
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c’est-à-dire, en passant aux limites, 


Feu + fo + fade 


Ca QYr D; 


V. — DÉRIVÉES DES FONCTIONS IMPLICITES. 


Une fonction est implicite lorsqu'elle est racine d’une 
équation non résolue; elle est explicite dans les autres 


cas. 
Proposons-nous de calculer la dérivée de la fonction y 


de x donnée par la formule 
f(a,r)= 0. 

Cette formule doit se réduire à une identité toutes 
les fois que l’on remplace y par sa valeur exprimée en 
fonction de x, en sorte que f(x, y), considérée comme 
fonction de x, est constamment nulle; sa dérivée prise 
par rapport à x doit donc être constamment nulle. Or 
f(x,y) est une fonction composée, et, en lui appliquant 
les règles démontrées (p. 482), on a 


4 r 
ug Tr + T'i = 0, 
ou, en observant que x; est égal à 1, 


Si+ y=; 
d’où l’on tire 


Supposons maintenant la fonction y définie par plusieurs 
équations 

AERE u,o) = 0, 
(1) AEE A IEN 

$ (2,7, u, 0) =0, 
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dans lesquelles u et v désignent d’autres fonctions de x. 
Si l’on pouvait résoudre ces équations, on en déduirait 
J, u, v en fonctions de x, et les règles ordinaires per- 
mettraient de calculer les dérivées de ces fonctions. 
Quoi qu'il en soit, on peut supposer dans les équations (1) 
J, u, v remplacées par leurs valeurs exprimées en fonc- 
tions de x, et le théorème relatif aux fonctions compo- 
sées donnera 


gp +9,r.+eu +0 Oo, 
Pat ue EU Art 
Ye re + eu + Ye vo; 
on déduit de là 
Per Pur P UT A 
Rs me NL er IA ET Aat 
ART AREA AE 


VI. — DÉRIvVÉES DES FONCTIONS SIMPLES. 


Dénivée ne a”. — Posons 
y=a; 
en changeant x en x + Ax, y devient y + Ay, et l’on a 


J+4r— NT 
d’où l’on tire 


Tx+Ax 


sya a a”, 


ou bien 
y= ajast 1 |. 
On tire de là ; 


(a) Ay paeta 


âz Ax 


http://rcin.org.pl 


486 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


Si, dans cette formule, on vient à poser 


af —ı1 +a, où és ER 
la 

elle devient 

Ay _ a*la 

A Pia), | 
ou bien 

Ay. ala 

Az T 

l(1 +a)" 


Si l’on fait alors tendre Ax vers zéro, æ tend vers zéro, 
1 


(1 +a)” tend vers e, et par conséquent on a 
NL 4 
lim — = y' =a la. 
re K a” ta 
Le développement en série conduit plus rapidement à 
ce résultat, en observant que la formule (1) peut s’écrire 


Ar Axl'a (Az) Pa 
— = a | la + + — +... lo 
Azx 152 1.2.3 


et cette formule devient, pour Ax = 0, 


NA N 4 
lim — = a la. 
im Tz a la 


La dérivée de a” est donc a” la, et par suite celle de 
e” est c”. 
Dérıvée ne log x. — En posant 


y= log Ty 


Ay _ log(x + Az) — log z 
INR Az k 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE XI. 487 


c'est-à-dire 


ou enfin 


si l’on fait alors tendre Ax vers zéro, la limite de 
I 


Az z 
(: + +2) sera e7, et l’on aura 
z 


N = 
lim — = y’ = log e” 
RME 7 Be 
ou bien 
sin 
y'= loge. 


Si le logarithme est un logarithme népérien, on aura sim- 
plement 


Dénivée pe x”. — Si m est entier et positif, la dérivée 
de x” est la limite vers laquelle tend le rapport 
(£+ ax)" — am j 
ï år ; 
ou bien 
m(m — 1) 


A AE 
1.2 


ma"! + 


c'est-à-dire 
MAT 


Si m n’est pas entier et positif, posons 


y=; 
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en prenant les logarithmes des deux membres de la for- 
mule précédente, il viendra 


lý = mix. 


Les fonctions Zy et lx, étant identiques, doivent avoir la 
même dérivée ; or, la dérivée de la fonction composée ły 
s'obtiendra en prenant la dérivée de ly par rapport à y, 
et en la multipliant par celle de y prise par rapport à x; 
on a donc, en appliquant la règle trouvée tout à l’heure, 


ou 


comme dans le cas où m est entier et positif. 
Conozzarre I. — La dérivée de x est égale à celle de 


1 1 re 
= E à E NE aT 4 
x™, c’est-à-dire égale à— x” ou à — VA 

m m 


Cororrarre I, — En particulier la dérivée de yx sera 


TAR 
ayz 

Corozzaire IM. — Si u désigne une fonction de x, la 
dérivée de u” s'obtiendra en prenant la dérivée de w” 
par rapport à u, ce qui donnera mu”—', et en la multi- 
pliant par la dérivée u’ de u, en sorte que (p. 481) 


(ae) mat. 


CorozLaire IV. — La dérivée de u? ou de Vu est 
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VII. — Dénivées DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 


Dérivée ou sinus. — Posons 
s'y =siná; 
on a, d'après la définition même de la dérivée, 


,_ p _Sin(z+ Az)— sinz 
ye lim , 
Az 


c’est-à-dire 


PES 1 
asin $ az cos( z + À aa) 


x 2 
y = lim Cea aa = 
ou 
sin = Az 
y = lim nr ER cos (+ +- ar) £ 
= âz 


mais si l’on observe que le rapport du sinus à l’arë a pour 
limite l'unité quand l'arc tend vers zéro, l'équation pré- 
cédente devient, pour Ax = 0, 


J'=cosz. 


Dérivée pu cosinus. — La dérivée de cos x se trouve 
de la même manière que celle de sin x; cependant on 
peut y arriver plus simplement en observant que 


r 


: T 
cos x = sin ee ° 


sin (s — x) est une fonction de fonction. Pour obtenir 
sa dérivée par rapport à x, il faut d’abord la prendre par 


T . Fr . 
rapport àz —x, ce qui donne cos (£ — +) ou sin x, 
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puis multiplier ce résultat par la dérivée de la somme 
T . 
-— x qui est — 1; on a donc 
2 ; 
(cos x) = — sin z. 
DÉRIVÉE DE LA TANGENTE. — On.a 


sin æ 
tang t = —) 
cos £ 


et, par conséquent, pour trouver la dérivée de tang x, il 
faut prendre la dérivée d’un quotient; en appliquant la 
règle donnée (p. 480), on trouve 


DE a) tn EEE" 
cos" z 


c'est-à-dire 


(tang z} = 


cos? x 


DÉRJVÉE DE LA COTANGENTE, etc. — On trouve ainsi 


(cotz) = — : 


sin’ z’ 
Re PPT 
(sécæx)' = ; 
cos’ z 
A cos x 
(coséc x) = — ——. 
sin? x 
Dénivée DE arc sin x. — Si l’on pose 


y =arcsinz, 
on en déduit 


(1) mr; 


si l’on prend les dérivées par rapport à x des deux mem- 
bres de cette équation, il vient, en observant que sin y est 
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une fonction de fonction, 


RIT, 
ou bien 
f 1 


her 


et, en remplaçant cos y par sa valeur tirée de (1), 


RE. LT 
y=; 
L= p 
le signe + convient au cas où cos y est positif, et le 
signe — au cas où il est négatif, ce qui revient à dire que 
l'on aura 
P I 
y = + -n 
t=% 


. . kug R 
si y est compris entre 2k7 — — et 2kr + -; 
2 2 


. . T T 
si y est compris entre (2k + 1) t — ze (2k+i)r +=. 


Dénivée DE arc cos x. — On peut poser 
T 
arc cos z = = — arc sin z; 


on déduit de là que les dérivées de arc sin x et arc cos x 
sont égales et de signe contraire. 
DérıvÉe DE arc tang x. — Si l’on pose 


y = arc tang x, 
on a 
tang y = z; 


et, en prenant les dérivées des deux membres de cette 
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équation, 
1 
Je 
cos’ y 
d’où l’on tire 
y'= cosy, 
e N 
c'est-à-dire 
1 
1 — . 
y 1+ zx 
VIII, — APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. 


Nous pouvons maintenant prendre les dérivées de 
toutes les fonctions qui sont jusqu'ici entrées dans nos 
calculs; nous allons le montrer sur quelques exemples. 

Dénivée DE x*. — La fonction x* est composée; pour 
bien le comprendre, considérons la fonction u’, u et v dé- 
signant deux fonctions de x; cette dernière expression 
est de la forme f (u, v), sa dérivée sera donc de la forme 


-E 
FIST ds 
c’est-à-dire 


cut u + u’ luv'; 


si l’on prend u =v = x, on a la dérivée de x”, qui est 
ainsi 
at(1 + lr). 
a+x j 
Dérıvée DE arc tang -———- —.Cette expression est 
I — ax 
une fonction de fonction; pour en obtenir la dérivée, il 
a+r r 
faut regarder ——— comme seule variable, prendre la 
I — az 


dérivée dans cette hypothèse, ce qui donne 
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Hi ; à PS Et 
et multiplier le résultat par la dérivée de ——— qui est 
” L= ax 


1—ar+a(a+zx) 1+ a? 


on obtient alors 
1+a? A a+ zx \? 
———— H [i a 
{r — ax) I — ax ? 


1 + a? 
Lit RER à 
1+a+z'+ ax 


ou bien 


c’est-à-dire 
1 
Hg” 


résultat auquel on aurait pu arriver immédiatement en 
observant que 


a+r 
arc tang TEE = arc tanga + arc tang r. 


Dénivée De (x + yi + x*). — Cette fonction peut 
être regardée comme fonction de fonction; en regardant 


x + Vi + x* comme variable, la dérivée de cette fonc- 
tion est 


Mais comme x est la variable, il faut multiplier cette 
ares Lg la dérivée de x + y1 + x°, c'est-à-dire par 


1+ ————; ce qui donne 


NES 


Sp re 1 


z2+Vi+x# Vite 
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IX. — PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 


Tuéonime I. — Toute fonction f(x) réelle et con- 
tinue entre les limites x =a et x — b de sa variable 
passe forcément au moins une fois par la valeur u com- 
prise entre les valeurs f (a) et f (b) qu'elle prend pour 
les valeurs a et b de sa variable, et en particulier, si 
f(a) et f(b) sont de signe contraire, l'équation 


f(x) =0o 
admet au moins une racine comprise entre a et b. 


Ce théorème résulte évidemment de la définition que 
nous avons donnée de la continuité. 


Taéonëme IL. — 1° Une fonction réelle et continue 
dont la dérivée est positive croit avec sa variable ; 2° une 
fonction réelle et continue dont la dérivée est négative 
décroit lorsque sa variable crott. 


En eflet, considérons la fonction réelle f(x); suppo- 
sons f” (x) positif entre les limites a et b de la variable x, 
on aura en général (p. 473) 


Sla h)— f(z) = AS" (x) + 4), 


e désignant une quantité qui tend vers zéro avec h. Or, 
supposons x et x + h compris entre les limites a et b, e 
ayant pour limite zéro pourra être pris moindre en va- 
leur absolue que f'(x). Si donc nous supposons l'ac- 
croissement k positif, le second membre de la formule 
précédente sera de même signe que f'(x); donc enfin 
f(x +h)— f(x) sera de même signe que f'(x), ce 
qui revient à dire que f (x) croît avec x quand sa dérivée 
est positive et décroit quand x croit dans le cas contraire. 
CG. Q. F. D. 
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Taéorëme II. — Une fonction f (x) réelle et con- 

tinue passe ordinairement par un maximum ou un mi- 
nimum lorsque sa dérivée s'annule. 


En eflet, supposons la fonction f(x) continue ainsi 
que ses dérivées pour x = a; si l’on a f’ (a) = o, trois 
cas peuvent se présenter : 

1° f'(x) en s’annulant pour x= a passe du négatif 
au positif; cette fonction est donc croissante; donc sa 
dérivée f” (x) doit ètre positive ou nulle pour x = a, 
car si elle était négative, f'(x) décroitrait en faisant 
croître x (théorème II). Mais f'(x) ayant changé de 
signe pour x = a, en passant du négatif au positif, f(x) 
a dû être décroissante pour les valeurs de x moindres 
que a et croissante pour les valeurs de x plus grandes 
que a; elle a donc dû passer par un minimum pour x =a. 

2° Si f'(x) en s’annulant passe du positif au négatif, 
cette fonction est décroissante, et par suite sa dérivée 
f" (x) est négative ou nulle pour x = a; en second lieu, 
f'(x) passant du positif au négatif, f(x) passe pour 
x= a d’une période croissante à une période décrois- 
sante, c’est-à-dire que f (a) est un maximum de f (x). 

3° Si f'(x) ne change pas de signe en s’annulant, 
cette fonction croit pour décroître ensuite ou décroît pour 
croître ensuite lorsque x passe par la valeur a; donc alors 
f" (x) doit changer de signe pour x = a; donc enfin, 
dans ce cas, f” (a) est nul. 

Ainsi, en résumé, si l’on a f'(a) =o et 


S"(a)> 0 f(a) est un minimum de f(x), 
f"(a)<o f(a) est un maximum de f(x). 


Lorsque f'(a) et f” (a) sont nuls à la fois, trois cas 
peuvent se présenter comme tout à l'heure : 
19 Si f" (x) passe du positif au négatif, cette fonction 
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décroît et alors f” (a) est nul ou négatif, mais dans ce 
cas f'(a) est un maximum de f'(x) et f (a) nest ni un 
maximum ni un minimum; 2° si f” (x) passe du négatif 
au positif, f" (a) est nul ou positif, f’ (a) est un mini- 
mum de f'(x) et f(a) n’est ni maximum ni minimum; 
3° si f” (x) conserve le même signe en s’annulant, f’ (a) 
n'est ni un maximum ni un minimum, et il peut arriver 
que f (a) soit maximum ou minimum. 

Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion; la 
théorie complète des maxima et des minima fait partie 
des cours de calcul différentiel. Quoi qu'il en soit, il ré- 
sulte de la discussion précédente que l'équation 


(1) AE) = 


fournira des valeurs'de x qui rendent f (x) maximum ou 
minimum toutes les fois que f” (x) ne s’annulera pas en 
même temps que f (x); je dis des valeurs, parce qu'il ne 
suffit pas de résoudre l'équation (1) pour en déduire tous 
les maxima ou minima de f (x). 


Taéornème pe Rorre. — Si la fonction f (x) s'annule 
pour x = a et pour x = b en restant réelle et continue 
entre les limites a et b de sa variable, si de plus sa 
dérivée reste finie et continue entre les mêmes limites, 
il existera forcément une valeur c de x comprise entre a 
et b satisfaisant à l'équation 


f'{e)=0. 


En effet, si l’on fait varier x entre les limites a et b, 
J (x) variera en partant de la valeur zéro pour x = a et 
reviendra à la même valeur zéro pour x = b; dans l'in- 
tervalle, elle commencera par exemple par croître, et 
dans ce cas sa dérivée sera positive: mais comme elle doit 
revenir à la valeur zéro, elle finira par décroitre et dans 


http://rcin.org.pl 


CHAPITRE XI. 497 
ce cas sa dérivée deviendra négative. La dérivée en ques- 
tion prendra donc deux valeurs de signes contraires dans 
l'intervalle compris entre a et b, et, comme nous l’avons 
supposée continue, elle devra forcément passer par la 


valeur zéro. c. Q. F. D. 
2 . 
. kd 
La fonction 1—x* s'annule pour x= 1 et pour x =—1; 


AE LA nes me 
sa dérivée — 37 nes annule pas entre les limites — 1 


et + 1 de la variable x : cela tient à ce que cette dérivée 
n'est pas continue pour x = 0. 


X. — APPLICATIONS DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. 


ProsLime. — Discuter la fonction 


_ +pr+g 
+ pz+ ag 


Nous nous sommes déjà occupés de cette fonction à propos 
des questions de maximum résolubles par les équations 
du second degré; la théorie des dérivées va nous conduire 
aux mêmes résultats. On a 

(p'—pl#+2(g —q)z+ pq — gr, 


y'= “—— ` 


(a+ p'e+dg'} 


y' est toujours de mème signe que son numérateur. Nous 
distinguerons alors trois cas : 

1° (q'—q)°— (p'— p) (pq'— qp')> o. — Dans ce 
cas, le numérateur de y'a ses racines réelles et inégales ; 
en les désignant par æ et ĝ, elles fourniront chacune un 
maximum ou un minimum, excepté toutefois sì le déno- 
minateur (x°+ p'x + q')* s’annulait aussi pour x = g 
ou pour x = ĝ. En effet, alors le facteur x — & ou x — ĝ 
entrerait aux deux termes de la fraction y’; on pourrait 

I. 32 
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donc le supprimer aux deux termes de y’, mais il entre 
une fois de plus dans le dénominateur, en sorte que pour 
æ = ou y = f on aura y'= %0., 

2 (g'—q)—(P'—p) (pg'—gp') <o. — Dans ce 
cas, il n°y a pas de maximum ni de minimum, car y’ con- 
serve toujours le même signe. 

3 (g'— q) — (p'— P) (pq'— qp’) = 0. — T ne peut 
y avoir qu'un seul maximum ou minimum. Ce cas est 
une limite du premier. 

Une discussion complète de la fonction y nous entrai- 
nerait beaucoup plus loin qu'il n’est nécessaire pour faire 
comprendre l'esprit de la méthode que nous voulons dé- 
velopper. Nous allons nous borner à un cas particulier, 
celui où l’on aurait 


__—8r+6. 
a PE ţ— hz t3’ 
on en déduit 
;_- 4æ—6z 
wA (2 — 4x +3}? 
ou bien 
1 _2#(2zæ—3) 
(ehrt 
Si l’on fait r=— æ, on trouve y= 1. En effet, la 


valeur de y, qui prend dans l'hypothèse actuelle la 


ea IRA si 
forme z’ peut s'écrire comme il suit : 


86 
Erenin 
PT UE. © 
Pr Pr 

T T 


Et pour x =+ œ, on voit alors immédiatement que y 
se réduit à l'unité. Si l’on fait croître x à partir de — œ% , 
y' reste positif jusqu’à ce que l’on ait x = o. En eflet, 
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le numérateur de y’ se compose de deux facteurs négatifs, 
et le dénominateur reste positif; donc dans cet intervalle 


> à ; 3 
la fonction y croît; x variant entre zéro et 2! y’ reste 


négatif, donc y décroit; pour x = o, y’ s’annule; donc, 
pour x=0, y est maximum ou minimum. Mais comme 
nous avons vu que y allait d’abord en croissant, pour 
décroître ensuite, la valeur x = o fournit un maximum 


dont la valeur est 2 ou 2. 


E F2 s e 
x variant de — à + æ , y’ redevient positif; donc alors 


: , à o 3 
y croit, donc il a dû passer par un minimum pour x = 5 


Te 17 
la valeur de ce minimum est y = — y 


Quant au dénominateur de y, il s’annule pour x —1 
et x—3; donc y est infini pour x—1 et x—3. La 
discussion de la fonction y est résumée dans le tableau 
suivant : 


æ croissant de : Va 

— © à CIRE croit de + 1 à +2 
du ù Hits: décroît de + 2 à — 

+1 à +2 ... | décroît de + à — 1 

H À. + A A E E S de — 2 à +% 

+3 à +oo.... | croit de —œ à +1 


XI. — Formure ne TayLor. 


Lorsque F (x) est une fonction entière de x, on a, 
d’après ce que nous avons vu, 


. h R h 5 a - 
F(z +4)= F(z) +F PRET Gite ess EF (z). 


32. 


http://rcin.org.pl 


500 TRAITÉ D'ALGÈBRE. 


Désignons maintenant par F une fonction quelconque, 
mais continue, ainsi que ses n +1 premières dérivées 
pour toutes les valeurs de sa variable comprises entre x 
et x + h. Posons 


l h? 
F(z +A) =F(z)+ = F(z) + = P(z)+... 
(1) « j 
A E"(zx) TE eS 
T TS NE) 
R est une quantité qu’il s’agit de déterminer de manière 


à satisfaire à l'équation précédente. Posons 


S()=F(e+2)—F(a)— ÉF (z)—... 


g" Rot 
D E a EA E 
T E (z) DeZo NHI 


La fonction f(z) devra être nulle pour z = k; or elle 
sannule pour z —0 : donc sa dérivée devra, en vertu 
du théorème de Rolle (p. 496), s’annuler pour une valeur 
de z comprise entre zéro et h. Or on a 


gamt z" 

LOES ACER A e EER L OE a 
4 ES (2) 1.2.. (7—1) (2) 1.2.3...7 
f'(z) s’annule encore pour z = o, et nous avons reconnu 
qu’elle s’annulait pour une valeur de z comprise entre 
zéro et A; donc sa dérivée f"(z) doit s’anpuler entre 
zéro et h, et ainsi de suite. Or on a 


f" (z) =F" (x +23) —F'(z) —Rz, 
et cette quantité f” s’annule encore entre zéro et h. Or 
elle est aussi nulle pour z =o, en sorte que f"*'(z) s’an- 
nulera encore pour une valeur de z comprise entre zéro 
et h. En désignant par 0h cette valeur, 0 désignant un 
nombre compris entre zéro et 1, on a 


Jf (0h) = 0 =F (x + 6h) —R; 


BIBLIOTEKA 
Moged PEA | 


CHAPITRE XI. 5o1 
d’où l’on tire 
R= F+ (z + 0h), 


et par suite la formule (1) devient 


F (2+ A) =F (2) + AF (2) + -= F(z) +.. 


het: 
pe EAN 
121357 (n +1) 

Telle est la formule qui porte aujourd’hui le nom de 
formule de Taylor, bien que ce géomètre ne l'ait pas 
présentée de la même façon. La démonstration que nous 
venons de donner est due à M. Hommersham Cox. Si 
dans cette formule on fait x = 0, on a la formule sui- 
vante, dite de Mac-Laurin : 


h? 
F(A) =F (0) + 4F'(0) + — F'(0) +... 


hrt 
a AT) ART 
Lorsque la quantité F"+! (0A) danie asaca 


1.2.3... (n +1) 
vers zéro pour n =% , et que la série obtenue en faisant 
n = œ dans le second membre est convergente, on peut 
écrire 
Ar 
(2) F(A) =E (0) + AF'(0) +... + 


EN 


On a fait servir cette formule au développement des 
fonctions en série; malheureusement elle semble peu 
propre à cet usage. Elle donne facilement le développe- 
ment de e”, de sinx, de cosx; mais la forme du reste, 
F°+1 (0h) né: ME 

1:2.3,..(r+1) 
Aussi un grand nombre de géomètres se sont-ils efforcés 
de modifier cette forme, sans donner des résultats bien 
satisfaisants. 


> se prête mal aux discussions. 
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Cauchy a sauvé ces difficultés en faisant connaître un 
beau théorème qui permet, étant donnée une fonc- 
tion F (x), de décider à priori si cette fonction est déve- 
loppable en série convergente par la formule (2) de 
Mac-Laurin; malheureusement là démonstration de ce 
théorème exige des considérations trop élevées pour que 
nous puissions les développer ici. J'ai donné une démons- 
tration très-simple du théorème de Cauchy dans mon 
ouvrage sur la Théorie des résidus. 


XII. — Des EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS LES 


o 2 
FORMES —3 —3 O X ®©, ETC. 
o œ 


Certaines fonctions se présentent pour une valeur par- 
je hi z o : 
ticulière de la variable sous la forme S5 cela tient souvent 


à la présence d’un facteur commun qui entre au numé- 
rateur et au dénominateur de la fraction qui constitue la 
fonction en question, facteur qui s’annule pour la valeur 


particulière de la variable qui donne à la fonction la 


x — a’ 


d O à 
forme illusoire —+ Tel est le cas de la fonction —— 
o a — aè 


i o 
Cette fonction prend la forme à quand on suppose x — 4; 


mais comme on peut supprimer aux deux termes le facteur 
commun x —4, on a 
a — a z'+az+a 3 


limn ——— = lim — = 
& — aA“ T+a 2 


a. 


3 aie 
; 4 est ce qu'on appelle la valeur de la fonction 1 
rpe 


pour x= a. En général, si f(x) se présemte sous une 
forme illusoire pour x = a, on appellera valeur de f (x) 
pour x = a et lon désignera par la notation f(a) la 
limite vers laquelle tend f (x) lorsque x tend vers a. 
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Le développement en série permet souvent de trouver 

la vraie valeur d’une expression qui se présente sous la 
o 

forme =» Proposons-nous, par exemple, de trouver la 


€" 


; Z 
vraie valeur de — pour x = 0 : en remplaçant le 
numérateur par son développement, on a 


e — et e z? z g % 
LR + — + ..; 
x E 040039 415 s 


en faisant x = 0, on a alors 


SE en al 
lim — = 1; 
x 


on a de même, pour x = 0, 


æ? l 
a sin? a ES AYAL 
lim ———————— = 
æ (1 — cosx) P. z’ + 
12 NASA Ar à 
I z 
ETAN LagS PE ÿ à 
FA 
FA “1 4 A a 
ou enfin 
lim sinz—x SCORE 
: æ(1—cosr) 62 3 


Mais voici un moyen beaucoup plus expéditif de 


À , o 
trouver la vraie valeur des expressions de la forme S 


déduit de la théorie des dérivées. 
On a, par la formule de Taylor (p. 501), en suppo- 
sant h= x — a, 


fiz) f(a)+hf'(a+0h) 
yle) pla) F Ap (a +h) 
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8 et À désignant des nombres compris entre zéro et 1. 
Or si nous supposons f(a) et © (a) nuls, il reste seule- 
ment 


(x) __ {a + 04) 


(x) ga +4) 


. T 
Supposons maintenant que x tende vers a, f(x) 


Fes prendra 


; Ho 
la forme illusoire AL l’on aura 


lim L) . f'(a+0h) 


o(x) ; g' (a +14) 


Si f'(a) et y (a) sont différents de zéro, on aura donc 


lim © = ——;: 
el) ga) 


sinon, on aura, en prenant un terme de plus dans la for- 
mule de Taylor, 


Si f'(a) et g”(a) sont différents de zéro, on aura 


de CE). Me 
ẹ (z)  ”(a) 


Sans qu’il soit nécessaire d'aller plus loin, on voit que 


æ) i 
s qui se 
x£) q 


pour avoir la vraie valeur d'une expression A 


: 0 
présente pour x = a sous la forme 5i il faut prendre la 
dérivée de ses deux termes et faire x = a dans le résul- 


. ’ D o 
tat; s'il se présente encore sous la forme gyon prend 
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les dérivées secondes, et ainsi de suite. Ainsi 


fa) y SU) 


lim —— = Jim 


g(x) g (x) 


Ce théorème n’a pas été démontré pour le cas où l’on a 


I 
a= œ ; dans ce cas, on posera x = zet lon aura 


I 
Fla) AE 


z 
m (a aa POE 2 LE — (pour z = 0). 
F 


1 
e (3) 
Nous rentrons dans le cas étudié plus haut et nous avons 


DAA e a a KE. 


E o E C. 
afa a LE) 


la règle démontrée plus haut subsiste donc encore dans 
ce cas. | 


ou bien 


j ; ; x % 
Les expressions qui se présentent sous la forme z 


ramènent immédiatement aux précédentes; si l’on a, par 
exemple, f(a) =, ọ (a) =, on aura 


Fiz) um E2) an #(æ)ife(x)P. 


lim —— = ALERT Lt 
ner lim Taria] j = lim % FT" 
d’où l’on déduit 
fa) _ je f'{x) 


ki g) e (2) 


3 


Aa 


pourvu que lim —— ne soit ni nul ni infini. Supposons 
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donc 
P a a 
lim r eri 0, 
on aura à 
lim f(z) + ke ( ye: à 
i g (+) 


k désignant un nombre quelconque; de cette formule on 


déduira 
S'(z)+kg (zx) _ 


li Z 
im rE) 
et par suite 
lim e. =o, c'est-à-dire — lim fa), 
g (+) giz) 
Enfin, si Le Aa était infini, He serait nul et l’on aurait 
SO AC NT CE LL. 7 ONDES 
lim Fa) = lim Ksi #0; 
d'où 
lim £ () sa (x) —= © . 
g (x) (7) 


Ainsi, pour trouver la vraie valeur d’une expression 


. À co RU à - 
qui se présente sous la forme —; la règle à suivre est la 
© 


. , . o 
même que si elle se présentait sous la forme o 


Les expressions qui se présentent sous la forme o >X< æ 
se ramènent au cas précédent; ainsi, par exemple, si lon 
a f(a) =0, g(a) =œ, on aura 


pa, 


lim f(x) >X< piem (a) 
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o 
et le second membre de cette formule est de la forme 5 


pour x =a. 
Si l'on a f (g)= 0, ọ (a) = œ , on aura 


lim{o(z)]/@) = lim eft)? (2); 


on est ainsi ramené au cas précédent. Les expressions 
de la forme æ° se ramènent donc aux précédentes; 
celles-ci : 1°, œ — œ% , ete., s’y ramènent à l’aide d’arti- 
fices analogues, 


XII. — Appricarions. 
Prosrème I. — Trouver la limite de Fa) Pour 
(z 
x=% , F (x) et f (x) désignant deux polynômes entiers. 
Soient n le degré de F (x), m celui de f(x); si l'on 


suppose n >m et si l'on remplace F (x) et f(x) par 


7 UN. l 
leurs dérivées, on trouve encore — si m est © 1, et, si 


m = 1, la fraction se réduit à œ . Pour se débarrasser de 
la forme illusoire, on voit qu'il faudra prendre mm fois la 
dérivée des deux termes de la fraction, et, en faisant 
x= æ% dans le résultat, on trouvera l’+ . Si au contraire 
on avait eu n = m, la fraction se serait réduite au rap- 
port des coefficients de x" dans F (x) et f(x). Enfin 
si l’on avait eu n< m, on aurait trouvé zéro pour la 
limite cherchée; ces résultats pouvaient se découvrir sans 
le secours du calcul des dérivées. En effet, on a 


CA a, En M 
— — ...+4 

A Aa £+... + a, zx" IRÈNE" e A $ 

b+biz+...+ baz" b, b, 


H.H bn ar 


gr E ai 
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Si l’on fait x = œ , la seconde fraction devient manifes- 
a 


T si m=n, sin >melosi n< m. 
m 


tement 

` s D F I 

Prosrème IM. — Trouver la limite de y = e + l A 
pour x= œ. 


Cette expression est de la forme œ —  ; or on a 


TEF l A 
Cherchons la limite de = ou de — 5 cette limite est 
égale au rapport des dérivées de /x et de e*. On a donc 


$ TI P Li 
lim — = lim — = 0. 
é” ze” 


On a donc 
lim y = lime = 


; SA a* 
Prosrème IMI. — Trouver la limite de — pour x = ©. 
T 


DA a* la 
Cette limite est la valeur de —— pour =, c'est- 
à-dire œ ou o, selon que l’on ‘aura a > 1 ou a <1. 


í alik 1 1 
Prosrème IV. — Trouver la limite de y = — — - 
+ singil æ 

pour x = 0." 


On a 


ré £ sin æ 
X= snz eo qu 


. o . 
Cette expression pour x = o prend la forme sisi l'on 
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prend la dérivée du dividende et du diviseur, on a 


k . Sinx—rcosæ 
limy = lin —— °: 
T?’ COST 


, > o 
Si l’on fait x = 0, on trouve encore y = gi prenons 
encore les dérivées du dividende et du diviseur, on a 


$ k z sin x 
lim y = lin — . 
2% COSL — T SIN T 


. . o 
Si l'on fait æ=0, on trouve encore y= z; prenons 


encore les dérivées du dividende et du diviseur, il viendra 


æ COSæ + Sin x 


lim y = lim = = = 
2 Cosx — 4x sin s — 2° cos x 


Le développement en série aurait également répondu à 
la question et d’une façon bien plus rapide. 


1 R ds Vi — z’ 
Prosrème V. — Trouver la limite de y = —— 
n 1— + 
pour x =1. è 


Ici le développement en série ne serait plus applicable, 
mais on pourrait écrire 


1— r’ 1+ x 
= ——— = , 
7 1— 22 + 2? I1— 2 


et l’on aurait 


J=D pou AET; 


Je calcul des dérivées donne 
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EXERCICES. 


4. Démontrer que la dérivée de la fonction # (x) représentée par 
la série convergente 


g(s) =a, a gH at +..,.+ a,2" +... 
est 
g'(x) =a +20,2 + 3a H... 4 na xt +... 


2. Trouver la fonction + la plus générale satisfaisant à l’une des 
relations 
pr) +80) =pl +y), 
gtx) +) = 8 (27), 
g(r)+e0)=e(x+r) 
g(æ)+e(r)= # (ar), 
[a (2+ [gla a = 1. 


D æ a 
3. Discuter les fonctions z*, ex ( 1 + 5) 4 Se, 
4. Prendre la dérivée de la fonction y définie par l’une des 
équations : 


v= y", 
sin(r+y)=z+7, 
x -+ tangy= y. 


5. On donne a francs pour retirer ı mètre cube d’eau d’un puits 
cylindrique de rayon donné r; ce puits a Æ mètres de profondeur : 
combien faudra-t-il payer pour le vider tout entier? 


6. On veut scier un cône suivant un plan passant par son axe; 
combien faudra-t-il payer l’ouvrier pour l'ouvrage tout entier, sa- 
chant qu'on lui donne « francs pour le scier sur une hauteur 4? 
(Les dimensions du cône sont supposées données.) 


7. Étant donnée une corde AB fixe dans un cercle de rayon R, 
trouver sur la circonférence un point C tel, que le produit de la 
perpendiculaire abaissée de C sur AB par la perpendiculaire abaissée 
de B sur AC soit maximum. Même problème, en remplaçant dans 
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le triangle ABC les deux hauteurs considérées par les médianes 
issues des mêmes sommets. 


8. Considérons deux triangles, l’un fixe ABC en grandeur et en 
position, l’autre A'B'C' de grandeur constante, mais qui n’est assu- 
jetti qu’à avoir ses côtés respectivement parallèles à ceux de ABC. 


C'B', prolongé s’il le faut, coupe AC en un point numéroté 2 
et AB en un point numéroté 5. 

A'C!, prolongé s’il le faut, coupe AB en un point numéroté 6 
et BC en un point numéroté 3.. 

A'B', prolongé s’il le faut, coupe AC en un point numéroté 1 
et BC en un point numéroté 4. 

En joignant les points 1, 3, 5, je forme un triangle, et un autre 
en joignant 2, 4, 6. On voit facilement que ces deux triangles sont 
équivalents. Cela posé, démontrer que la surface de 1, 3, 5 ou 
de 2, 4, 6 atteint un maximum, si AA'BB'CC' concourent au point 
de rencontre des médianes de ABC. 


(Ce théorème m'a été communiqué par M. Lemoine, ancien élève 
de l’École Polytechnique.) 
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es dc LR SNL PAAL A L PA 
NOTE I, 


RÈGLE EMPIRIQUE DE SARRUS POUR LA FORMATION DES DÉTERMINANTS 
DU TROISIÈME DEGRÉ, 


Sarrus a fait connaître une règle fort simple qui permet 
d'écrire immédiatement la valeur d’un déterminant de 
neuf éléments, sans avoir recours aux déterminants mi- 
neurs. Considérons le déterminant 


as #5 Me 


Si nous formons le tableau suivant : 


a b c 
a' b' c 
a” b” c” 
LA 
a b c 
a' b' c! 


obtenu en écrivant au-dessous du tableau qui représente 
le déterminant un tableau identique, à la dernière ligne 
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près, les termes positifs du déterminant sont les trois 
termes obtenus en multipliant les éléments situés sur les 
trois lignes diagonales inclinées dans ce sens \ ; les trois 
termes négatifs s’obtiennent en multipliant les éléments 
situés sur les trois lignes inclinées dans ce sens /. On 
trouve, en appliquant cette règle bien simple, 


D = ab'c” + a'b” c + a"be! — ch'a” — c'b" a — ch ba'. 


En comparant cette formule avec celle de la page 102, la 
règle de Sarrus se trouve démontrée; il est clair que dans 
les applications il ne sera pas nécessaire de former effec- 
tivement le tableau (1): on y sapplée mentalement avec 
une grande facilité. 


NOTE II. 


SUR L'ÉVALUATION DE QUELQUES ERREURS. 


La formule de Taylor bornée à ses deux premiers 
termes, 


(1) fe +4) =f(x) + hf" (e+ 04), 


permet d'évaluer l'erreur que l’on commet en admettant 
que dans une petite portion de leur parcours les fonc- 
tions varient proportionnellement aux accroissements de 
leur variable. 

Lorsqu'il s’agit, par exemple, de calculer log (x -+ h), x 
désignant un grand nombre, on cherche dans la table 
log x et on y ajoute Òh, à désignant la différence tabu- 
laire, en sorte que l’on admet la formule 


log {x + h) = logs + ðh, 
ou, ce qui revient au même, 


(2) log (x + h) = log x + A[log{z +1) — log z]. 
I. 33 
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Or la formule (1) donne 


| pr loge 
(3) log (ER) = logan ESS 
log (x + 1)= log x + x. 


6 et 6 désignant des quantités comprises entre zéro et 1; 
la formule (2) devient alors 

loge 

EE 


(4) log (x + À) = logzx + 4 


l'erreur commise en calculant ainsi log (x + ) sera la 
différence des seconds membres des formules (3) et (4), 
c’est-à-dire 


1 I 
see 5)" 
o — 6h 
(x +04)(x +0) 


ou bien 


h loge 


Dans les Tables de Callet, x est un nombre de cinq 
chiffres, h est au plus égal à 1, loge est moindre que 1, 
0'— Oh est moindre que 1; l’erreur commise est donc 
moindre que l'unité divisée par le carré d'un nombre de 
cinq chiffres, c’est-à-dire tout à fait négligeable. 

S'agit-il d'évaluer l'erreur commise dans le calcul d’un 
sinus, on pose 


log sin (x + 4) = log sin z + A {log sin (£ +10") — log sin x]. 
On devrait poser en toute rigueur 
log sin (x + À) = logsinx + A loge cot (x + 0A); 
l'erreur est 
hloge {cot(x + 6h) — cot (x + 8! X 10”)], 


ou bien 
sin (0'.10” — 64) 
sin (x + 04) sin(x + 4.10") 


hloge 
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NOTES. 
Cette quantité est moindre que 


sin 10” 


arc 10”. loge — 
sin? s 


ou, si l'on veut, que 

(arc10”)}' 

“sins 
On voit que cette erreur commence à devenir considé- 
rable lorsque x est voisin de 10”; aussi, pour les petits 
angles, les tables de sinus procèdent de seconde en se- 
conde. 


NOTE III. 


SUR LES CALCULS D'APPROXIMATION. 


Le but de cette Note est de montrer comment on peut 
appliquer aux équations transcendantes les principes ex- 
posés pour la résolution des équations algébriques. 

Soit 
(1) fiz)=0 


une équation transcendante ou algébrique; la discussion 
de la courbe représentée par l'équation 


(2) y= f 


fera souvent connaitre avec une certaine approximation 
les racines de l'équation (1); d’autres fois on arrivera au 
même résultat par l'intersection de deux courbes. Ces 
procédés sont décrits dans les traités de Géométrie ana- 
lytique : mon intention n'est pas de m'y arrêter, et je 
supposerai que l’une des racines de l'équation (1) ait été 
séparée; du reste, la méthode des substitutions succes- 
sives s'applique aussi bien aux équations transcendantes 
qu'aux équations algébriques. 
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Soient a et b >> a deux nombres qui ne comprennent 
qu’une seule racine de l'équation (1) ; supposons qu'entre 
a et b, f'(x) et f" (x) restent continues et ne changent 
pas de signe. 

Construisons la courbe représentée par l'équation (2); 
soient M le point où elle coupe l’axe des x, O lorigine 
des coordonnées. Soient de plus OA’ = «a, OB'= b, 
AA'= f (a), BB'—f(b); la courbe que nous avons 
considérée ne pourra entre a et b affecter que l’une des 
quatre formes suivantes; dans les quatre figures, si Pon 
mène la corde AB, OD sera une valeur approchée de la 
racine et plus exacte que a et b. On remarquera en outre 


Fig. 1. Fig. 2. 


que si l’on mène en A et en B une tangente, l’une d'elles 
coupera laxe des x en C; entre la courbe et l’abscisse du 
point de contact, OC sera une seconde valeur approchée 
de la racine et, ce qui est précieux, l’approximation sera 
en sens contraire de celle fournie par la corde AB. 
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Voyons comment on doit choisir le point de contact 
pour que le point C remplisse la condition dont nous 
venons de parler. Sur la fig. 1 on a f (b) Lo, le point B’ 
satisfait à la question, le point A n’y satisfait évidemment 
pas. Or on peut observer que f'(x) décroit; donc 
f"{(x) Lo : ainsi, au point de contact, f" (x) et f(x) 
sont de mème signe. Le même fait peut se constater sur 
chacune des fig. 2, 3, 4; reste à calculer OD et OC. 
Nous ne ferons le calcul que pour la fig. 1; les autres 
fourniraient des résultats semblables. 


L'équation de AB est 


b + a 


on en conclut, en faisant y = o et en résolvant par rap- 
port à r, y 

(b—a\f(a), 

Ft) = Fla) 


c'est la valeur approchée donnée par la méthode de fausse 


zx = OD cma + 


‘position. 
L'équation de la tangente en B est 


on en conclut, pour y = 0, 


re f(b), 
E e E E b— F'O) : 

c'est la, valeur approchée fournie par la méthode de 

Newton. Ainsi, en résumé : 


Si f! (x) et f" (x) conservent le méme signe entre a 
et b en restant continues, on aura deux valeurs appro- 
chées, l'une par excès, l’autre par défaut, en appli- 
quant la méthode de fausse position et la méthode de 
Newton, pourvu qu'en ‘appliquant cette dernière on 
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parte de la valeur approchée de la racine pour laquelle 
f(x) et f" (x) sont de méme signe. 
Arrricarion. — Résoudre 


2x — cost = 0. 
Il est facile de reconnaître que cette équation n'a qu'une 
e b . À T . 
racine réelle comprise entre zéro et 33 si lon pose 


2x — cos x = f (x), on reconnait, après quelques essais, 
que 
S(25°) = — 0,0237, 


f (26°) = 0 ,0088. 


Entre 25° et 26°, f” (x) est positif; nous partirons donc 
de f (26°), et la méthode de Newton fournira 


 . 0:0088 RL Lee 
z — arc 26° — F e a — 25° 47 407. 
La méthode de fausse position donne 
EP ME MMS NME — 25043 32" 
æ = arc 26 a. = 0,4490 — 25° 43 32”. 


Or on a 
f (25° 43 32”) = — 0,0028833, 


f (25° 47! 40") = 0,0005578. 
Les termes de correction sont : 


0,0005578 


D a #2 n 
(Newton) 2,4351438 ~ 3” ADe 6, 
0: 0,0005578 X 0,0012 Re 
(fausse position) = 0,0034 = —3 45 4 , 


on en conciut, à une seconde près, 
m = 25° 43 55". 


Le théorème de Fourier, celui de Sturm et surtout celui 
de Rolle s'appliquent aux fonctions transcendantes 
comme aux fonctions algébriques et peuvent souvent 
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servir à la séparation des racines des équations transcen- 
dantes; toutefois ces théorèmes supposent la continuité 
des fonctions et de leurs dérivées. 

Considérons, par exemple, la série de fonctions défi- 
nies par les relations 


Visa = V,z — Vri V = e—a, Vie: 


I . . 
z racines positives. En 


l'équation V; = o aura ï ou 


effet, les fonctions Vo, V,,..., V, satisfont aux conditions 
imposées par le théorème de Sturm : elles sont continues 
lorsque l'une d'elles s ‘annule; la précédente et la sui- 
vante sont de signes contraires; ER quelconques d’entre 
elles ne peuvent s’annuler à la fois; enfin V, reste positif 
pour les valeurs positives de x. Mais pour x = o on a 
TESI, No, ii, 
pour x =  , on a 


VE, .V, = ES , UV; = #0)", 


ER ` t 
Le nombre des variations perdues de V, à V; est donc — 
i 2 


i i— 7 m 
ou? ; donc V; a 3; ou racines positives. 


Le ES de Fourier repose sur ce que la dernière 
dérivée d’une fonction entière ne change pas de signe; si 
l’on reconnait qu’une dérivée d'une fonction transcen- 
dante ne change pas de signe dans un certain intervalle, 
on pourra la considérer comme constante dans cet inter- 
valle et appliquer le théorème de Fourier à la fonction, 
comme si cette dérivée était la dernière d'une fonction 
entière, etc. 


FIN. , 

BIBLIOTEKA | 

à C2AJEWICZA 
http://rcin.org.pl 


Page 99, ligne 19; au lieu de f, et p, lisez f, ou p. 

Page 108, ligne 12; au lieu de inégalités symboliques, lisez égalités sym- 
boliques, 

Page f0S, ligne 5; au lieu de ik y a 20 ans, lisez il y a 12 ans. 

Page 251, ligne 15; au lieu de ambiguïté, lisez absurdité. 

Page 366, ligne 15; après ce module minimum est zéro, ajoutez le mo- 
dule minimum existe évidemment puisque, pour des valeurs infinies 
de z, F (z) est infini. ` 

Page 399, ligne 1; au lieu de Z, lisez Z. 


Page 437, ligne 7; l'équation doit être 
Vr+ yz 9 — V3z+3=0. 


Page 464, ligne 16, au lieu de 


T r 
(æi) (r) 


lisez ; nn — 
No - = 
(i(t — i) 


PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, 
line de Seine Saint-Germain, 10, près l'Institut. 
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